Ricard Peir6 i Estruch

11.- Determineu el polinomi de grau 3 que passa pels punts:

X 4 6 8 10

Y 1 3 8 20

a) Ultilitzant la formula de Newton.
b) Utilitzant la formula de Lagrange. 30

Solucio:

a) Utilitzant la formula de Newton: h=2, q= % 15

Construim la taula de diferencies:

Yi

Dy;

2

6

5

8

12

10

N|O[W|F

x-489<-4 0
Po)=1+2X %43 2 € 2
2 2 6

_ 2x3 - 27x% +142x - 240

24

Xiyp - X; =h.
X; =X, thi.

-1 - 1)(q- 2 - D). -n+1
F,n(x):yoJr[)yo%J,DZyOq(qzI ) +py, A4 3)).(q ) i....+Dy, XY nl(q n+1)

b) Utilitzant la formula de Lagrange.
(X- X )(X- X,)(X- X3)
(Xo = X1)(Xq - X)X, - X3)
(X - Xo)(x - Xl)(X - Xz)
(Xa - XO)(X3 - Xl)(xa - Xz)

(X= Xp)(X- X,)(X- X3)
' (Xq = Xo)(Xg = X)(Xy - X3)

(X= Xg)(X- X )(X- X5)
? (X5 = X )(X5 = X1)(X5 = X3)

L;(X) =Y,

+y3

(x- 6)(x- 8)(x-10) 43 (x- 4)(x- 8)(x-10) +8 (x- 4)(x- 6)(x- 10) +

(4- 6)(4- 8)(4-10) (6- 4)(6- 8)(6- 10) (8- 4)(8- 6)(8- 10)
(x- 4)(x- 6)(x- 8)

(10- 4)(10- 6)(10- 8)

(x- 6)(x- 8)(x- 10) N 3(x- 4)(x- 8)(x- 10) + 8(x - 4)(x- 6)(x-10) +

L;(x)=1

bs(0)= - 48 16 - 16
N 20(x - 4)(x - 6)(x - 8)
48
L,(x)= 2x° - 27X 2-;142X - 240
g (X X)X = Xq)ererinnrienns (X=X ) (X = Xigq)eweerenne (x- X,
Lo () = 90 i (X = Xo)(Xi = Xg)errrerrrennnn. (X - Xi.1)(Xi = Xing )everennnn (X; - X,)




12.- Utilitzant la formula d’interpolacié de Newton calculeu:

S, =12 +2% +3% +........... +n?
Solucio:
DS, =S, - S, =(n+1?2.
D*S, =((n+1)+1)* - (n+1)?> =2n+3.
D’S, =(2Mn+1)+3)- 2n+3)=2.
D'S, =0 sin3 4.
Aleshores, S és un polinomi de tercer grau en n.
Taula:
Xi Yi Dy; Dy, Dy,
S; =1 bS, = D’S, =5 DS, =
2 |S,=5 DS, =9 DS, =
3 | S,=14 DS, =16
4 |S,=30

S, =S,+DS, xn- 1)+ IS, —(” V- 2) g, (1-D0-2)(0-3)

3l

-1agn- 3 +50- 20 2>+2(n D(n- 2)(n- 3) _

_2n®*+3n%+n _
6
_n(n+Dh(2n+1)
s

Polinomi de Newton:

6
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Xiyq - X; =h.
X; = Xq +hi.
1 1 2 -1...... -n+1

Pn(x):yoJrDyo Dzyoq(q S Ch ;(q i +Dy, X9 nl(q )
_ X=Xy
2b.-
S,=13+2% +3%+.......... +n3,

2
Solucié: S, _nP+)”

4

2c.-
S,=1"+2*+3* +.......... +n*.

30

_n(n+)(2n+1)(3n*+3n- 1)
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IX= t . .
13.- Calculeu el volum de la corba :'X Emést al girar 360° sobre I'eix OX.
1y =bxsin

Solucié 1:
Per la simetria de la figura podem integrar entre O i a multiplicar el resultat per 2.

Es a dir integra entre tzg it=0
N Y . N 2 i3 2 X0 .3
V:2pq(b>e|nt) >(—a>e|nt)dt:2pq— ab“ sin” tdt =- 2pab sin® tdt =
/12 /2 /12

\o . \p/Z . .
= —2pabzq(1— cos” t)sint dt :ZpabZQ sint - cos? txsint dt =
12

APpl2
= 2pab2€§ cost+—cos®t = ipab2 ul.
é 37 &, 3

Solucio 2:
Aquesta corba és l'el-lipse, la seua equaci6 implicita és:
X2 y2
—t =1
a“ b
El volum és:

a 2 s 3 ..\a
V= ZprzéjeL- X—zgdx = 2pb2§< - X—% = ipab2 us.

a’ g a” g, 3
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14.-
a)Calculeu I'area afitada entre I'eix OX i un arc de la cicloide.
b) Calculeu la longitud d’'un arc de la cicloide.
L’equacio de la cicloide és

ix=a(t- sint)

1y =a(- cost)’

Solucio:

a)

Peray=0

O=a(l- cost), cost=1, t=0,2p.

L’area és:
2P 5, 2P )
S= Q a(l- cost)a(l- cost)dt =a Q (1- 2cost+cos t)dt =

\ZP

1+costd °F .2 smt+5t+ism2t L~ 3pa? u?,

2p
=a’@A Cl- 2cost+—>— —dt—
Q ? 2 e

b)
La longitud és:

t .2 .2 2
L= A @9 éaei_xg dt = (‘?p\/(as.int)2 +(a(l- cost))? dt =
edtg adtg

2p
=a(‘) «/sin2t+1+cos2 t- 2cost dt =

2P 2P - 2P
=aQ J2- ZcostdtzaQ M dt=2aQ sml dt =
2 2

2P
2Pt & t ou
=2a sin— dt =2ac¢- 2cos—=; =-4alcosp - cos0)=8a.
Q"3 g 20, (cosp )
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15.-
a) Calculeu l'area afitada per la corba r = a(1+cosw) wi [02p|(la cardioide).
b) Calculeu el volum engendrat per la cardiode al girar sobre I'eix polar.

Solucio:

a)

D’acord amb la grafica de és el doble de I'area de la corba r = a(1+cosw) entre w=0
iw=p.

s=2&2 N r2gy0- X (a(L+ cosw))? dw = a? N (1+cos? w+2cosw)dw =
2Q 5 Q Q
.. P 2
= aZQP 8_9[+M+Zcoswgdw= §v+ lw+lsin2w+ Zs;inwczll'J =3ﬁu2.
& 2 s & 2 4 a4, 2
b)
El volum és: 1
2 »p 3 . 2a® =® 1 Lo 8ad
V== l+cosw|) sinw=——p¢- —(1+cosw)" 5§, =—.
5PQal ) 3PE 7 " =3 1

L'area de la figura limitada per r =f(w) entre w=w,, w=w,.

Volum de corbes en forma polar:
El volum de revoluci6 de la corba r =f(w) al girar sobre I'eix polar entre w=w,,
W=W,.

2 W 3 .
V== r °sinwdw.
3PQ,

7
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16.- Demostreu que si la funcié f(x) = sin(x) + cos(bx) és periodica, aleshores b és

racional.

Solucio:

Siga T ! 0 el periode de la funcio, f(x +T) =f(x), aleshores,
sin(x +T)+ cosp(x + T)) = sin(x) + cos(bx)

Substituint en laigualtat x=0, x=-T

sin(T) +cospT) =1

- sin(T)+cos(bT)=1

Sumant ambdues igualtats: A

cos(T)=1, ésadi, bT =2gm, ml Z.

Restant les igualtats: A

sin(T)=0,ésadir, T=gn, nl Z.

SiT?! 0, aleshores, nt 0. Per tant,
brn = 2pm, simplificant,
_2m-

7 Q.
n



Ricard Peir6 i Estruch

17.- Donada la corba 2 + ;/—2 =1, es tracen tangents a ella que tallen els eixos OX
a’

OY en els punts A, i B. Determineu el punt de tangéncia per al qual el segments AB

gue es troba entre els semieixos positius, té longitud minima, determineu la longitud

del segment AB.

Solucio:
La corba és una el-lipse, de semieixos a, b.
Siga P(x,,y,) un punt de 'el-lipse corresponent al primer quadrant, x,,y, >0.

L’equacio6 de la recta tangent a I'el-lipse que passa per P és:

-+ yy2° =1 que talla els eixos coordenats en els punts:
a
2
A —O B Ob—:
Xo g Yo g
La longitud del segment AB és:
a* bt . . . , a* p*
L= |—5 +— Minimitzar L s equivalent a minimitzar L?. L =—Ft—F.
%" Yo Xo" Yo

2
Substituint P(x,,y,) en I'equacio de 'ellipse tenim que yo2 = b—z(a2 - xoz).
a

Substituinten L?:

4 4 4., 2 4, 2 2 2
2 =2 L b _aly, +b*x, :azgea ,_b 0
2 2 2.2 Ao 2 2 2 =

X Yo Xo Yo 8)(0 a-X, g

Siga t=x,?, ti bﬁ[

El problema queda reduit a calcular el minim de la funcié:

f(t) =a* §—+ —enllnterval t1 p.va.
Calculem la primera derlvada i igualem-la a zero:
2 2 0 2 2
fi()y =a"&- a—2+%j:0,aleshore5, a__b .
t @-t)g t2 (a2 - t)2
’ _ O 2 2 H - . .
? " t S 9—— aleshores, aT- 1= iE_ Nomeés és valida la primera solucié ja que
a
ti ]0 J_ [

al és un minim.

/ a o
x? =t, aleshores, x =a . Aleshores, el punt de tangencia és:
a-+

2] 0
P§a1 /i,b b 2
a+b a+b g

La longitud minima del segment és:
4

L=\%+i = Ja@@+b)+ba+b) =,/ (a+b)? =a+b.
XO yO
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18.- Siga la funci6 f(x) continua en [01] tal que f(0) = 0 i derivable en x1 J0.].
Demostreu que si f'(x) és creixenten x1 ]OJ{ aleshores la funcié g(x) - 1) és
X

creixenten x1 JoJ[.

Solucio:

/[-\pli(]:ant el teorema del valor mig (Teorema de Lagrange), a la funcié f(x) en l'interval

0, X].

f(x)- f0) _ . 7

— -~ =f(c), cl [0,x].
o=@, el Jox

fx) _

Aleshores, ——2 =f'(c)per a un valor c1 ]0,x[.
X

Siga g(x) =L;), x1 Joa

g = F00= 100 _F6) 001 169~ F(e)
2 X X X X

Com que f'(x) éscreixenten x1 0], i c<x, f'(x)- f'(c)>0.

Aleshores, g'(x) >0, x1 Jo]

f(x)

X

, ¢l Jox

Per tant la funcié g(x) = és creixenten x1 [0
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19.- De tots els trapezis que tenen tres costats iguals determineu el d’area maxima.

Solucio:
D C

|
|
|
|
|
|
|
1

A, H B
Siga a la longitud dels costats iguals.
El quadrat de costat a acompleix les condicions del problema la seua area és a?.
Siga I'angle a =BBAD , I'angle que forma la base i un costat no paral-lel.
Siga h =DH altura del trapezi.
h=a:sina.
Siga x = AH.
X =a:cosa . Aleshores la base del trapezi és:
AB =a +2axcosa .
L’area del trapezi és:

S_E+HD a(l+2cosa)+a

h = asina =a’(1+cosa)sina .

Siga la funci6 area f(x) =a?(1+cos x)sinx.
Derivant i igualant a zero:

f'(x) =a?(2cos? x +cosx - 1).

f'(x)=0.

2cos? x+cosx-1=0.

Resolent I'equacio:

x=2
3
f"83—39< 0, aleshores, x =P €és un maxim.
e3g 3

L'area maxima és:
3a%4/3

4

u.

S =a?(1+ cos60°)sin60° =
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20.-
a) Si f(x) és derivable en Ri f'(x) =f(x) per a tot X, aleshores, existeix un nombre real

c tal que f(x) =cxe*.
b) Determineu totes funcions reals que admeten derivada continua en R tals que per a
tot x:

(100F = ¢ (fC0) +(r (o et

Solucio:
a)

. . f .
Considerem la funcié F(x) = (—);) derivable en tots els reals.
e

La seua derivada és:
oy F(x) " - f(x) e _ T
F(x)= — =0 (per hipotesi f'(x)=f(x)).
e

La funcio és constant.

F(x) = L)X() = ¢, aleshores, existeix un nombre real c tal que f(x) =c>e*.
b) °

(100 = () + (Fo0)? o

Derivant ambdds membres de la igualtat:

2(x) 4" (x) = (f(x) +(F ()%
(Fe)P + () - 2xf(x)xf'(x) = 0
(fx)- F()) =0

Per tant, f(x) =f'(x).

Aplicant el apartat a) f(x) =cxe*.



