Ricard Peir6 i Estruch

21.-

Els punts A, B, C, D sbn els vertexs d’'un quadrat de costat AB =1
Amb centres els vertexs i radis iguals a 1 dibuixem 4 circumferéncies.
La intersecci6 de les 4 circumferencies determinen un quadrilater
curvilini EFGH. Determineu I'area del quadrilater:

Soluci6 1:

Considerem la seguent figura:

2

AF =AE =AB =1. 5:7.

L'angle b =BDAOE =135°. Siga a =bDAEO.

) . . D AE _ AO
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACE, — = ——.
sinb sina
A
1 _ 2

: =—£ | sina= 1 aleshores, I'angle a =bBAEO =30°.
sin135° sina 2

Per tant, 'angle g=BbEAO =180°- 135°- 30°=15°.
L’'angle BDEAF =30°. Aleshores, I'area del sector AEF és:

- _pxZx30° _ p
AT€a oo toraer T 3800 12
D
L’area del triangle AEO és:
— — 12 ssin1s0
. _AExAOxsing_ 2 _J2 [1-cos30° 3-1
Area ., = = =— = .
2 2 4 2 8
L’area del recinte és:
. . . \ & 3-10
Area = 4{Area,,, - 2*Area ;). Area = 4G - 2 xJ_—:zg- J3+1.
12 8 p 3
Solucio 2:
Considerem el planol cartesia d’origen D.
N . L 2
El arc AHE és un arc de circumferencia C, °© x2+y? =1 y = 1l - x )
2
El arc DFB és un arc de circumferéncia C,, © x? +(y - 12 =1 y =1 - 41 - x)
Determinem el punt E amb el Derive:
2 2 2 2
SOLUE([x +y =1, x +{y—-1)y = 1]. [x. %1}
_ B .. B -t
[x_ 2 YT 2T 2Ay_2]

J312

10 . ) 3
Aleshores E@,—:. L'area del recinte és: 2 (~ gwll— x2 - ? N1- x2 Qx .
225 Q. %o

Amb el Derive: Iﬂfz . .
N 2-¢J(1 - - {1 - J1 - d
Area=£- A3 +1. 1.2 S 2 { R

3 m - 3-4d3 + 3
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22.- Proveu que sin?(x+a)+sin?(x +b) - 2cos(a - b)sin(x + a) sin(x +b) és constant
per a tot x.

Solucio:
Siga la funcié f(x) = sin?(x + a) +sin®(x +b)- 2cos(a - b)sin(x +a)sin(x +b)
f(x) és continua i derivable en R.
Vegem que la seua derivada és zero.
f'(x) =2sin(x +a)cos(x +a) +2sin(x+b)cos(x+b)-
- 2cos(a - b)(cos(x +a)sin(x +b) +sin(x +a)cos(x + b))

f'(x) =sin(2x +2a) +sin(2x+ 2b)- 2cos(a - b)sin(2x +a +b) =
= sin(2x +2a) +sin(2x + 2b) - (sin(2x +2a) +sin(2x +2b)) = 0.
Aleshores, f(x) és constant.
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23.- Determineu totes les funcions tals que —f( x)+fg—— X, peratot xt 0.
X Xg

Solucio:
Substituint en la igualtat x =%, x10:

t><f€e—19+ f(t) =1 (1)

a
Substltumt enla |gualtat Xx=-t x10:

Tf(t) + fge_lg_ - t. Llevant denominadors:

g

- () +t %89_12_ 2 @)

Restant les expressions (1) i (2):

3
24(t) =?l+t2 _r+1

t3+1
2t

f(t)— L=
3

Aleshores, f(x) = X2—+1 ,Si x1 0.
X

Reciprocament:
x3+1

Si f(x) = ,Si x1t 0,

8939 +1 x* +1

_f( X)+féLo 1 X +1 gXQ :X3-1+ X3 :X3-1+X3+1:2X3=X
&xg X - 2x o1 2x? 2 2x? 2x* 2x?
X
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24.- Siga una funcio f :IR® R continua tal que:
f(1000) =999

f(x) 4 (f(x)) =1, peratot x| R.

Determineu f(500)

Olimpiada Polonia.

Solucio:
f(1000) % (f(1000)) = 1.
999 xf(999) =1.
1

f(999) = —.

(999) 999
f(x) és continua aplicant el teorema de Darboux dels valors intermigs:
$al [999,1000], tal que f(a) =500 .
f(a)d(f(a)) =1.
500 xf(500) =1.

1
f(500) = —.
(500) 500
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25.-
2
a) Si x >1 proveu que In(x) >M.
X*+4x+1
. a-b 1 a+bo
b)Sia>b>0,proveuque —o > <-&.fab + 2.
) ProVeu A @ - In) ~ 3¢ 2 o
Solucio:
a)
Siga f(x) =In(x) - % La funcio és continua i derivable si x >1.
+

VI G
f(X)_x(x2+4x+1)2'
f'(xX)>0 si x>1.

f(1) =0

2
Si x>1, f(x)>f(1)=0. Aleshores, In(x) > —& 3
X° +4x+1

b)

Substituim x :\/% >1 en la desigualtat a):

\/7 39__1_
_+4f+1

3(a- b)
1 b
—({nha-Inb)>——-——.
2( ) a+4+/ab +b
b
1 3(a- b)
Z(lna-Inb)>——-2 |
2( ) 4+/ab +a +b

Comque Ina- Inb >0, 4Jab +a+b >0:
(4J_b+a+b) a-b
Ina- Inb
a-b 1a‘iJ_ a+bo
In(a) - In(b) Se g
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26.- Siga la successio definida per u, =a, u, =b, u,,, ==, +u, ), n3 2.

N~

a) Proveu que existeix I|’g1¥ up,.
X

b) Calculeu el |I’(£)T]¥ u, enfuncié de aib.
X

Solucio:
La férmula de recurréncia s’obté amb I'equaci6 associada 212 - | +1=0.
Les seues arrels son: | = 711 Aleshores,
1 LN 1 ..Nn
u, = X2 +v() =x&=2 +v, u =a,u, =b.
€2 g e2 g
Sin=1, a=_—1X+Y.
2
. 1
Sin=2, =—_X+Y.
4
Resolent el sistema format per les dues equacions:
i 4
:X=—=(b- a
X =30
- 1 '
ly=Z(a+2b
Y =3¢ )

N
Aleshores, u, =£(b - a)g;e—lg +£(a+ 2b).
3 e2g 3

fim U, = lim o (b - B0 s Laionyt=t@ ).
X®¥ n®¥83 e2g 3 =~ 3

(7]
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27.- Siga f:R® R una funcié derivable en R tal que f%g 1f(x) .
e

o 2
Proveu que f(x) =f'(0)x.

Demostracio:
Fent x=0

f(0) = %f(O), aleshores, f(0) =0.

Siga x1 R.
x5 (0) = x dim 100~ 1O0) _ o i OO _
x®0 X-0 x®0 X
&ex 0
fg;— inf(X) f(X)
= x xlim —£5—2 = x xiim = x x-L = f(x) .
ne® ¥ X ne® ¥ X X

2" 2"
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|~

28.- Determineu les funcions u(x) que satisfan u(x) = x + (‘ju(t)dt.

Solucio:
1
(‘j u(t)dt és constant, aleshores, u(x) =x+c, amb c = (‘j u(t)dt constant.

1

1
2 12

1
> ol
o] t+c)dt—gL+ct53; 1. -..
@, 8 2
= c¢. Resolent I'equacio:

=, pertant, u(x) = x+%

0°|H
n HI\J|O
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29.- Calculeu els termes generals de les segiients successions recurrents:
a)a,, =5x,,,-6x,,a,=1a, =1.
b)b.,.,=6%,,,-9%,,b =2,b,=3.

Solucié:

a)

L’equacio caracteristica de la successio €s:

g% =5q- 6, les solucions sén: q=2, q=3

Aleshores el terme general de la successi6 {a,} és:

a, =AxX"+Bx3".

Calculem A i B utilitzant el primer i segon termes de la successio:
j1=Ax"+B8' j2A+3B=1
11=Ax? +Bx@> {4A+9B=1
1A=1

| .
i - 1. Aleshores, el terme general de la successio és:
I = —
|

. Resolent el sistema:

a =1@"- Sx@" =20 - 3v,
3

b

L?equaci(') caracteristica de la successio és:

g®> =6q- 9, les solucions s6n: =3, q=3

Aleshores el terme general de la successio {b,} és:

b, = Ax3" +Bx1>3".

Calculem A'i B utilitzant el primer i segon termes de la successio:

i2=Ax3" +B =3 i3A+3B=2 _

1 s . Resolent el sistema:
13 =Ax3% +Bx 32 79A+18B =3

1A=1

% - 1. Aleshores, el terme general de la successio és:

B =
1773
I’]'.'n

b, =1x3" - Laxan =&- 29
3 e 3g



30.- Calculeu el terme general de la segtient successio recurrent:

a.,, ta

A, :M+1, a, =1, a, =1.
2

Solucid:

2a,,, =a,,, ta, +2

28,5 = an+2 Apiy +2

Restant les expressions:
2a,,, - 2a,,, =a,,, - a,. Simplificant:
2an+3 - 3a‘n+2 ta, = 0.
L’equaci6 caracteristica és:

. . -1
2x3 - 3x2 +1=0, les solucions de la qual sén: x =11, -

Aleshores el terme general de la successi6 {a,} és:

a, —A><1“+Bm><1"+c$e_19.

€2g
Calculem a,:
a, =22 MR LRy

2 2
Calculem A1 B C utilitzant els primers 3 termes de la successio:
1= A" +Bxq" +CE 12
. ezg’
i
i N |2A+ZB c=2
[1=AxX? +B 20 + CE%Q, {4A+8B+C =4
: €<%  lga+24B-C=16
i2= A><13+B><3><13+c(?—1°
t €29
i -1
:A:_
i 9
=2
i 3
1C:£
] 9
n -1+6n+ge—19
2 -8a 106 2 g

Aleshores, a, =_—1+_xn+_g__ =
9 3 9¢2g¢g 9
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. Resolent el sistema:



