Ricard Peir6 i Estruch

31.-

a) Determineu la funcio f(x) si f(x+1)=x?+2x+2 peratot xI R.

b) Determineu la funcié g(x) si g& 1102 +i2 peratot xI R ~{0}.
e Xg X

c) Determineu la funcié h(x) si h(x +2)+h(x +1) =2x+3 peratot xT R.

Solucio:
a)
Siga x+1=a:

fla)=f(a-1+D) =(a- D> +2@-1)+2=a+1, peratot al R.

b)
2
Sigax+1=a, x:%, x1 0, pertant, at 0
X
3 g : :
ca++a?- 4 1+ @Bm+a2-49 & 2 0
g(a):g(; + +=C N +C To=
g i atya’- 4. § 2 5 &a+va’-4p
2 g

_az+az-4+2a«/az-4+ 4

4 a?+a’- 4+2aa’- 4
_a’-2+aa’-4 +az- 2-aJa’-4

=za’-2, alo.

2 2
Notem que per a a =0 no esta definida la funcio.
c)
. ix+2=k -
Siga : , aleshores, x :—3.
PX+1=- 2

h(k) +h(- k) = 2%873% 3=0. Aleshores, h(-k) =-h(k), " ki R 1)

Siga :'X+2=k+2 , aleshores, x=-1
T1X+1=-k-1

h(k +2) +h(-k - 1) =2(- 1) +3 = 1. Aplicant (1):

h(k+2)-hk+1) =1 (2)

h(k+2)+h(k +1) =2k +3 3

Sumant les expressions (2) (3):
2:h(k +2) = 2k + 4. Simplificant:
hk+2)=k+2, " ki R.
Sigaa=k+2:

h(a) =a, peratot al R.
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32.- Un diposit cilindric d’altura hi radi R, amb R <h < 2R esta ple d’aigua.
S’introdueix en el diposit una esfera de radi r més densa que l'aigua.

a) Obteniu la funcié que expressa el volum d’aigua que es vessara en funcio derr.
b) Feu un dibuix ( esborrany ) de la funcié on s’indique creixement, punts singulars,
asimptotes,...

c¢) Estudieu la continuitat de la funcio.

d) Determineu, si existeix el valor de r per al qual siga més gran el volum d’aigua
vessada.

ao p . -
- 2 - ’ ’
Veasquet = P2 ? —=< on a es l'altura del casquet i r el radi de I'esfera.

esféric e 3 (4]

Solucio: de Ricard/Oscar Ferreira:
Considerem la segtient situacio Geometrica:

OM=+r>-R? . MN =r- 4r?- R? 0

Volum del casquet en el <cas r>RP AR M R
—2c& |\/|N 0
Vcasquet pMN gr - T: N
esfeéric [}
La funcié volum és:
i4 .
%—pr3 SIOEr£R
V(r) =
|p§ \r? Rzo?H sir >R
ﬂ D 2R

Continuitat de la funcio:

3
lim V(r) = lim —pr3 - 4PR7

r®R" r®R" 3

lim V(r) = lim _§ JZR2O 0'@r+fr7- R7 0= 2pR°
reR* r®R” 3
Per tant, al no coincidir els limits laterals, la funC|o no és continuaen r =R
Dom V(r) =[0,R[E R,+¥|
La funci6 presenta un salt de discontinuitat finita de longitud:
4pR®  2pR°® _ 2pR°®

3 3 3
Tall amb els eixos:
V(0) =0, (0,0) puntde tall amb I'eix d’ordenades.

V(r)=0.

ipr3 =0, aleshores, r =0,

? Ar? R2°?r+ R2010 sir>R

(0,0) és I'tnic punt de tall amb Ielx d’abscisses
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Derivabilitat;
Sio<r<R: V'(r)=4pr?
Sir>R:

ST g TR TR

gl
, g?[ ;E(2r+«/r2-7R2)+(r- W)a% «lim

v/ (r) =%(r- Jr2- Rz)ézg%g(zr +ﬁ)+(r i Ji)?Vfr-_R;;r:

Monotonia. Extrems locals:
Sio<r<R:
V'(r) =4pr? >0, la funcié és estrictament creixent.
Sir>R:
.2
r?- Ar? - RZ%
Viin=-p - - <0, la funci6 és estrictament decreixent.
r--R
La funci6 no té extrems relatius.
El volum sera maxim quan r =R. | té per valor:

4pR3

VR) =

Concavitat i convexitat:
Sio<r<R: V"(r)=8r >0, aleshores la funci6 és concava.

Sir>R
rir-+/r?- R? r-Ar2-R?| (2rdr?- R+ R
[T oy bR
Jrz_ R2 Derive (rz_ Rz)Jrz_ R2

V"(r) >0, aleshores la funci6 és concava.
La funcié no té punts de inflexio.

V/i(r)=-p

Asimptotes:

2 22 20
lim V(r) = lim —g?- \r?- Rr%Q §2r +4/r? - R? =ﬂj:0
r® +¥ r®+¥ [} 3 5

y =0 és una asimptota horitzontal.
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33.- Siguen f:R® R una funcié continua i k un nombre real tals que:

Qxf(t)dt = %(f(x) +k), " xI R.

a) Proveu que f(0) =k

b) Proveu que les Uniques funcions continues que satisfan la relacié de I'enunciat son
les funcions del tipus f(x) = cx +k.

Solucié:
2 %@ f(t)dt
f(x) = A
X
gezquf(t)dt 9
f(0) = lim () = lims— k—
§ P

Aplicant la regla de I'Hépital:
f(0) = 2f(0)- k

Aleshores, f(0) =k .
f(x) és derivable en R ~ {0}

Aplicant el teorema fonamental del calcul integral:
£(x) :%(f(x) +k)+§f'(x), " x1 R ~{0}.
f(X) = x'(x) +k .
_y-k
y= Y
X
Les variables sén separables:
i dy = E dx.
y-k X
1 1
dy - dx =InC.
Q¥ G
Inly - k| - In|x| =InC.
y-k

X
y-k
X
Aleshores, f(x) = C|x| +k.

In =InC.

=C
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34.- Determineu les funcions f(x) tal que [f(x)]2 ﬁgél;xgz 64x per a tot x distints de
el+Xg

-10,1.

Solucio:

Siga k = 1-x , Substituint en I'equacio:
1+x

2 ﬁ. kO
= 64k
)
ea& xou 1- x
l+x% 64m @)
Perhlpote3|

6 ad- XOJ

ESlM e = (64x) 2)

Dividint les expressions (2) entre (1):

2
ool =2 simpiiicant
6a—=
1+Xx
2
[Fq)® = w , aleshores:
- X

e X @+X)
f(x) _4>g3/?.
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35.- Calculeu el seguient limit raonadament:
2x sint

1.4
X- =x0) gt
2 Q
X3

L =lim . (Oposicions de Galicia 2005).

X®0

Solucio: (Oscar Ferreira).
Considerem les funcions:

1 2xsint
f(x)=x- = = _dt, x) = x3.
(x) ZXQ " g(x)

1 sint
X - —xQ —dt
i 2 t _0
im =
x®0 X3 0
Podem aplicar la regla de I'Hépital ja que f(x), g(x) son continues en x =0 i derivables

sin2x

5 =1, per tant f(x) és derivable en
X

en un entorn reduit de x =0. Notem que lim
X® 0

un entorn reduitde x=0.

Aleshores,
1- sin(2x)
L =lim 22X = lim 2X - S'Q(ZX) = 9, tornant a aplicar la regla de I'HOpital:
X® 0 3X X® 0 6X o
L = lim 2= ZCOS(ZX) = Jim - COSZ(ZX) . , tornant a aplicar la regla de I'H6pital:
X®0 18X X® 0 9X

L = lim 2sin(2x) — lim Esm(Zx) _2

2
x®0 18X  x®09 2x 9 9



36.- Calculeu el seguent limit: L

Solucié:

lim g(x) = fim —~— = —*_

x® 1 x®la*_ 1 e-1
= - e0_0

lim T .
@ik Inx 5 O
Aplicant la regle de I'Hopital:

- e0 e
lim T=lim—=e.
x®1% |n X g *®1 1
X
Aleshores,
g(x)
aax _ eo i

L =lim T =e®l
@ InX

= lim

X® 1

Ricard Peir6 i Estruch
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37.- Siga la successio recurrent a,,, +a, ., ta,,, ta,,, ta
a,=a,=a; =a, =0.
a) Determineu el terme general. b) Calculeu a, .

=12n,

n

Solucio:

Substituint n=5:

a; +0+0+0+0 =124, a, =12.

a,, ta,; +ta,,ta,, +a, =12n. Substituint n per n+1:
an,s tan, ta,;ta,, ta,, =12(n+1).
Restant les dues expressions:

a,.s - a, =12. Substituint n per n+1:
Qn.p - Apyy =12,

A, - 845 - ., Ta, =0. L'equacio caracteristica és:

x® - x® - x+1=0. Resolent I'equacio per la regla de Ruffini:

Xx=1, =010 110 doie0doggo-  Lyperlogge SON CONjUGALS, 1,440,160 SON CONjugaLts.

El terme general de la successio és:

a, =AD" +Bn()" +C " cos(72°n) + D K" sin(72°n) + E X" cos(144°n) + F X" xsin(144°n)
Simplificant:

a, = A+Bn +Ccos(72°n)+Dsin(72°n) +E cos(144°n) + F sin(144°n)

Determinem A, B, C, D, E amb els 6 primer termes:

a, =0, A+B+Cx0s72°+D »sin72°+E >c0s144°+F xsin144°=0

a, =0, A+2B+Cxcos(2x72°)+ D xsin(2x72°)+ E xcos(2 144°) + Fxsin(2x144°) =0

a; =0, A+3B+Cx0s(3x72°)+Dxsin(3%72°)+ E xcos(3 ®44°) + Fxsin(3x144°) =0

a, =0, A+4B+ C>xos(4x72°)+Dxsin(4 x72°) + E xcos(4 X144°) + F xsin(4 x144°) = 0

a; =12, A+5B+Cxcos(0°)+Dxsin(0°)+E xcos(0°) + F »sin(0°) =12

ag =12, A+ 6B +Cxcos72°+D »sin72°+E xc0s144°+F xsin144°=12

Considerem el sistema format per les 6 equacions la solucio del qual és:

Iyo. 28

| 125

'B=2%

! 5

|

ic=12

j:,' 5 El terme general de la successio és:
iD= |14, 288Y5
i 25 125

1

TE :E

IS

|

io . [144 2885
t 25 125

a, =- 24 +£n + Ecos(72°>|r1) +1/E + 28845 sin(72°n) +£cos(144°x1) +
5 5 5 25 125 5

sin(144°x).
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38.- Siga la funci6 f(x) amb derivada continua en l'nterval | = [a,b].
Sigaf(a)=0i 0£f'(x)£1,peratot x1 |. Demostreu que:

a) [f)? £2c‘5f(x)dx, peratot xi I.
b 4 b 32

b) A0 dx £ &) f(x)dxy .

) QlicoPax £ g ftxaxy

Solucio:
a)

N . _1 2 .
Qf(OF (Vdt =2 [fx)]’ . Aleshores:

[ff = 26 f(OF (dt peratot x1 1.
Comaque f'(x)£1 f(t)f'(t) £f(t) peratot xI I.

Aleshores, Qxf(t)f'(t)dt £ (‘? f(t)dt , per tant,
[ff £ 2(5 f(t)dt .

Per ser f'(x)2 0, f(a) =0, la funcié és monotona creixent per atot x1 1.
Aleshores,

QX f(1) £ Qb f(t)dt .

b
Per tant, [f(x)]> £ ZQf(x)dx.

b)
Siga F(x) = c‘if(t)dt, per I'apartat a) [f(x)]2 £ 2F(x), aleshores:

PR CHR TR \b ey T2 2 _6 0 e o
Q[f(x)] dx = Q[f(x)] f(x) £ () 2F(YF ) =[Fo)] - [F(a)] 8Qf(x)olxH 0 gqf(x)dxH
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39.- Determineu la funcié derivable f(x) derivable en [0,2] gue verifique I'equacio:

3(‘5 f(tydt = [f(x)+ 2f(0))x i tal que f(1) =1, f(2) =7.

Solucio:

Si la funcié f(x) és derivable en [0,2] és continua. Derivant I'expressio:
3f(x) = f(x) +2f(0) +f'(x)x , aleshores,

x X' (x) - 2f(x) +2f(0)=0.

Siga g(x) =f(x)- f(0), gd'(x) =f'(x), la igualtat anterior es pot escriure:
x:g'(x)- 2g(x) =0, 0 bé:

gx) _2
g(x) X

I _g'(x) N _ 2
(In|g(x)|) R (Inx ) =

Aleshores, aplicant el teorema fonamental del calcul integral:
Injg(x)| = In(x?) +In(K) = In(Kx*), K>0.

Aleshores, [g(x)| =Kx?, o bé:

|f(x) - f(0)| =Kx?.

Six=1, f()) =1, [L- f(0)|=K.

Six=2,f(2)=7, [7- f(0)|=4K.
iK=2

Aleshores, i .
if(0)=-1

f(x) =2x? - 1.
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40.- Determineu els valors maxim i minim de la funcié f(x) = 3sin5x +7cos5x.

Solucié:

5
f(x) =+/32 +729 sm5x+;c035xj
&+/32 +72 \32 +72 p

5
f(x) = xﬁgﬁsi%x +L0035xi

58 5
Siga cosa = 3 sina = _r Aleshores
/58 /58 ’

f(x) = /58 (sin5x xcosa + cos 5x >sina)
f(x) = /58 sin(5x + a)
Els maxims de la funci6 s’'assoleixenen: 5x +a = g +2pk, "k1 Z.

P- 23 ,2P)  a=arccos—o, " ki Z.

/58

Els valors maxims son: fg - 2a 25p 9-«/ 8 xL=./58

Es a dir, x =

Els minims de la funcio s’'assoleixenen : 5x +a = - %+ 2pk, "kl Z.

Es a dir, x="01;2a

+%k, a =arccosi, "kl Z2.

NE)

Els valors minims son: f€;e p 2a 2IOk -«/ 8 x(-1) =-4/58.



