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41.- Demostreu que per a tot x3 0 s’acompleix la desigualtat x2 - x3 <%.

Solucio:

Considerem la funci6 f(x) = x? - x3, x3 0.
Calculem el maxim de la funcié f(x).

f(x) és continua i dues vegades derivable en x3 0

f'(x) = 2x - 3x?
<~ U 2é , . ~ U, 2é
f'(x)>0 quan x| /0,—a. Aleshores, f(x) és creixenen x| /0,—a.
uﬂxo 38 EP 3&
f'(x)<0 quan x1 9£,+¥ €. Aleshores, f(x) és decreixen en x1 Lf‘g,+¥ €.
H3' & 43’ &

2 . 2 . . .
f'(x)=0 quan x ==, és continua en x =— i passa de ser creixent a decreixent,
3 3
aleshores, x =E és un maxim de la relatiu.
3
X =§ és el maxim absolut de f(x) quan x3 0.

f@6_4 8_4<1

3, 9 27 27 6

Aleshores, x? - x3 <% quan x3 0.



42 .- Siga la successi6 {a,} definida per 12a,,, =a_,, +a,, a,
a) Determineu el terme general.
b) Calculeu lim a, .
n®¥
3
c) Calculeu g a, .
n=1
Solucio:
a)
L’equaci6 caracteristica de la successié recurrent {a, } és:
12x? = x +1, les solucions de I'equacié sén: x -% X =_71.
N N
La base de la successio recurrent €s: §aé—L9 P}ge 9 W
He3z 1ed g }\%
,.N ul
Aleshores, a, =A§19 +B€~e—19
e3g edg
Sia, =1, 1=A— E
3 4
Sia, =2, 2—é+E
9 16
Resolent el sistema format per les dues expressions:
I[ 7
Ip==—2
1 7
N
Aleshores, a, —ﬁgg +_ge_19
7e3g Tedg
b)
Blad o' 80ee 19 O
lim a, = lim¥—¢—+ +—¢—= 7=0.
n® ¥ n®¥87 e3g 7 e4g6
c)
& d W1y 802190 818 ¢ 808 1y
ada.=a 97g§+ +_QT_ _:7a g§+ +7a QT+ =
i} &l e3g ed oy =1 €39 med g
1 -1
_81 3 .8 4 _7
7. 1 7 1+1 2
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=1, a, =2.
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43.- Siguen a i b nombres reals a <b i f(x) una funcio real continua en [a, b] i
derivable en Ja,b[ que compleix f(a) = f(b) .

Proveu que per a cada nombre natural n3 1 existeixen nombres reals distints
X1y Xgpeerunanns s X, tals que:

fr(xy) + ' (X,) +onn. +f'(x,)=0.

(Oposicions Balears 2005).

Solucié Nacho Sanchez:
Peran=1
La funcié f(x) compleix les hipotesis del teorema de Rolle, aleshores:

$x,1 Jab| tal que f'(x,) =0.

Sigan>1

Dividim lnterval [a,b] en n intervals iguals:
xO:a,x1:a+b'a,x2:a+b;]a2, .......... ,xi:a+b-ai, ....... X, =b
RO A 5 X x0] -

Notem que X; - X; ; = b;]_a.

La funci6 f(x) és continuaen [x,,,x], i derivable en |x, ;,x,[, i=12,.....,n.

Aplicant el teorema de Lagrange (increments finits):
f(Xi ) B f(Xi-l) - fu(Xi) )
b-a

$x, 1 [x, ., x| tal que

n

f(x,)- f(a) =¥f'(x1)

f(,)- Tx,) =22 (x,)

0)- 1(xp) = 220 (x,)

Sumant les expressions anteriors:

f(b) - f(a) = b;]—a(f' (Xg) +F (Xy) +evrree +£(x,))

Per hipotesi f(a) = f(b)
Aleshores: f'(x,) +f'(X,) +......... +f'(X,) =0 ameés ames X;,X,,cccceeur osy X,, son distints
ja que estan en distints intervals.



44 -
1- X . _p
a) Proveu que 2»arctg,|[—— +arcsin(2x- 1) = o
X
b) Proveu que 2arctg(x)+arcsin€;ae 2X2 0 p, x3 1.
el+x“ g
Solucio 1:

Siga f(x) = 2><arctg,/l'—X +arcsinx-1), O<x£1.
X

f(x) és continua i derivable en x1 [0,].

1 1 - X- (1- x) 1
f'(x)=2 x e 2=
142X 5 [1-x X J1- (2 - 12
X X

1 -1 1 -1 1

= 2X X——

)(—2+ 2= + =0
g [Lx X JAx-x2) XA %) yx(1- x)
X

Aleshores, aplicant el teorema fonamental del calcul integral:
fx)=k, " x1 Joa].

f(1) = 2xarctg(0) +arcsinl) =0 +

Aleshores, 2 »arctg, /1—X +arcsin(2x- 1 = g
X

Soluci6 2:

N o
N T
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Siga a = arctgwfl_—x, tga = /1—)( . aleshores, cosa =+/x, sina=4/1- x.
X X

Siga b =sin(2x- 1), sinb =2x- 1, aleshores, cosb = 2,/X(1- X) .

Hem de provar que 2a +b = g .

sin(2a +b) = sin2a :cosh + sinb:cos2a =
= 2sina xcosa >cos b +sinb >xcos? a - sinb >sin? a =
= 2J1- x xfx 2fx(1- X) +(2x - Dx - (2x - D(L- X) =
=4x(1- X)+(2x- Dx- (2x- D(1- x) =
= 4x- 4x% +(2x- D)(2x- 1) =1.

Aleshores, 2a +b = g .
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45.-
-1 . 1
a) Proveu que - £ cosx >sinx EE'

b) Proveu que (2 + sinx)?(x +sinxxcosx)- x+1>0, " xI R.
Solucio:

a)

Considerem la funci6 f(x) = cosx xsinx , xI R.
f(x):%sin(Zx), XxI R.

La funcié és continua i derivable en x1 R.
-1£sin(2x) £1, " x| R. Dividint la inequacio per 2:
'—1£Esin(2x)£i, " x1 R.

2 2 2

Aleshores, 71 £ cosxxsinx £ %

b)
Provem que (2 +sinx)?(x +sinxxosx) >x-1 " xI R
sinx3-1 " xIR

Per I'apartat anterior: cosx>sinx 3 71 >-1.

(2 + sinx)?(x +sinxxcosx) >(2- 1)?(x- 1) >x - 1.



Ricard Peir6 i Estruch

2
46.- Determineu I'angle entre les grafiques de les funcions f(x) = /2x, g(x) = X7 en el

punt de la interseccié d’'ambdues grafiques d’abscissa positiva.

Solucio:
L’angle de dos corbes en un punt és I'angle que formen les rectes tangents a ambdues
corbes en el punt.

Calculem el punt d'interseccio de les corbes resolent el sistema format per les dues
corbes:

N i x?2

iy =/ Py = —

Y=V py== . . Ix=0 jx=2 jx=-2
i NCE 4.Lessoluuonsdelsqualson.1’ EPUE SE G
jy=— i, _X iy=0 jy=2 jy=2
| 2 TZX_T

Notem que el domini de f(x) =~/2x és [0, +¥[.
La soluci6 d'abscissa positiva és (2, 2).
El pendent de la recta tangent és la derivada en els punt. Calculem la derivada:

1 1 1
f'(X)=—=2=—+, f'(2)==.
24/2x \/2X 2
gx)=x, g')=2.
Les equacions de les rectes tangents son:
roy- 2=%(x- 2), rg°y-2=2(x-2).
Calculem I'angle de les dues rectes:
El vector director de r; és v =(2,1)
El vector director de ry €s w =(1, 2)

Calcularem l'angle de les rectes utilitzant el
producte escalar dels vectors directors:

vow = |v| Aw| xcosa .

4 = JEX«/E xosa, cosa =% , aleshores,

a= arccosge—49>> 36952'12".
edSg

També hauriem pogut utilitzar la férmula de les tangents:

m-m' .
tga = on m, m’ son els pendents de rectes tangents:
1+mxm'

1o -
tga = 2—1 = 7 aleshores, a = arctgg_g» 36°52'12"
1+ > 0 edg
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47.- Determineu el lloc geometric dels vertexs dels angles rectes, els costats dels

7 -7 — l 2
guals son tangents a la funcié y = Zx .

Solucio:
Siguen P8§<l,ixl2 0 Qg?(z,lxzz 9 dos punts de la parabola y = 1x2, tal que les
e 4 g e 4 g 4

rectes tangents a la parabola formen un angle de 90°.
Determinem les equacions de les rectes tangents a la parabola en els punts P i Q:
El pendent de la recta tangent és la derivada en els punt. Calculem la derivada:

1 , 1 , 1
—EX, y'(X,) _Exl’ y(xz)—Exz-

Les rectes tangents a la parabola en els punts P i Q son:
1 2 1 1 2 1
L oy- =X ==X, (X-X,), ro%Vy-=X"=Z2X,(X-X
py41 21( 1) Qy4222( 2)
Les rectes 1, , I, son perpendiculars, aleshores el producte dels seus pendents és
- 1, per tant:
1 1

Ex1><5x2 =-1, x;x,=-4.

Siga A(a,b) laintersecci6 de les rectes 1, 1, .

Calculem la interseccio de les rectes 1, 1, , resolent el sistema format per les seus

equacions:

'b =1Xla_ ixlz

1™ 2 4

| 2 )

i

Restant ambdues equacions:

0= E(Xl - Xz)' l(Xl - XZXX1 + Xz)-
2 4

Aleshores, 2a = x; +X,

Sumant les dues equacions:

1
2b = %(Xl + Xz)' Z(Xl2 +X22)

1
b=—x,a-—x
2 2 4 2

2b=22a- l(xl2 + X, + 2%, X, - 2x1x2)
2 4 /z"A\\ Y_1
1 1 o .
2b=a?- Z(Xl +%,)° +EX1X2 /,/’ \\\
1 1 s A
2b=a?-=(2af +=(-4 . "
S af 204

=-1

Aleshores, el lloc geometric és larecta y =- 1.

Notem que el lloc geomeétric és la directriu de la parabola.
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48.- Factoritzeu I'expressio: xy(x - y) +yz(y - z)+xz(z - X).

Solucio:
Considerem la funcio f(x) = xy(x - y) +yz(y - z)+xz(z - X).

f'(x)=2xy- y>+z2- 2xz=(y- 2)(2x- y - 2).

Notem que (x2 - (y +z)x)‘= 2X-Yy- 2

-2l - y+2x) =y Dx-y- 2).
Aplicant el teorema fonamental del calcul integral:
f(x) = (y - 2)(x?- (y+2)x)+C on C no depén de x.
f0)=C

f(0) =yz(y - 2)

Aleshores, C =yz(y - z).

) = (y- 2)(x2- (y+2)X)+yz(y- 2) =(y - 2)(x2 - (y + 2)x +yz) =
=(y- 2)X(x- y)- z(x- y))=(y - 2)(x- 2)(x- ).

Aleshores, xy(x - y)+yz(y- z)+xz(z- x) =(x- y)(x- z)(y- 2).
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49.- Demostreu que 1+ X £1+§ quan x3 0.

Solucio:
Considerem la funcié f(x) =1+ g -J1+x, x30.

Demostrem que la funcio és creixent quan x>0
1.1 _Alex-1
2 21+x  21+x
Notem que si x3 0, 4/1+x >1.

f'(x) = 0

La igualtat és dona unicament quan x =0

Vegem el resultat grafic del problema:

5




50.- Siguen els nombres reals positius a, b, ¢, d. Demostreu que:

¢3@+an £5€§9 3‘820
ec +dg écg &dg
Solucio:

atb

F(t) = (1+tb)

Derivem la funcio f(t)

(a+b)(1+ t)a+b 1:b

btb 1(1 t)a+b

0
Considerem la funcié  f(t) =@ +t)*&+ %9
é to

t>0.

(1+ t)a+b 13.% s
g

Ch =

f'(t)>0 quan t>E.
a

f'(t)=0 quan t=—

f'(t) <0 quan t<9.
a

tb+1

Aleshores, la funcié f(t) té un minimen t = E

f8@0£ (1)

Sigat=—
c

aﬁ+29 &.20

e afae b;a e

£6E_‘[+29

§i+

Cge

Per ser tos els factors posmus.

.a
SR gi+£9
c—a+ g¢ =
§1+EZ §1+—

(o] b o
ase:(a+b)o ae(c+d)bo
ac+dg &(a+b)ydg
@by '@y
gc +dg eCg edg

La igualtat s’assoleix quan

b_
a

Ola

a

" t>0. Laigualtat s'assoleix quan t = E
a

Ricard Peir6 i Estruch



