51.- Donada la corba d’equacié y? = x? - x*, es demana:
a) Dibuixeu-la.

b) Calculeu I'area limitada per la corba:

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

Siga f(x) =+/x2 - x* .

Ricard Peir6 i Estruch

La funcio és definida positiva i simétrica respecte I'eix d’'ordenades.

El domini de la funci6 és |- 11]
La funci6 és continua en |- 11]
La funcié és derivable en [- 11] ~ {0}
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Els minims de la funcié sén: x =-10,1.
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f(x) = |

La funciod té un maximen x =

X =

Six<0

1) =2 - x*

:M six>0 |
il x2f

La funci6 és convexa en |- 1,0[E |0, 2
La corba de la funcié ve donada per les funcions:

y = f(x), y = -f(x), aquesta darrera simétrica de la

primera respecte de I'eix d’abscisses.

b)
L’area de la corba, per la simetria és:

/ 3(1!
4va - x*dx = 4QX\/1 x%dx = 49—2@ 2xv/1- x%dx =- 29 - X)

Aquesta corba és la lemniscata de Geromo.
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52.- Determineu a > 0 de forma que el recinte limitat per la corba y = cosx amb

x1 0,2 PU; i els eixos coordenades quede dividit en dues parts de la mateixa area per la

82u

corba y =a:sinx.

Oposicions Catalunya 1999.
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Solucio:
L'area del recinte limitat per la corba y = cosx amb x1 §0,%§
els eixos coordenades és: 1
]p/2 _

S= Q cosx dx = sinx

Calculem la intersecci6 de les corbes y =cosx, y =aisinxen xI go%

e

COS X =a:sinXx

1 1 .
tgx ==, X =arctg— = arccos = arcsin
a a 1+a? 1+a’®

A fi que I'area quede dividida en dues parts iguals per les dues corbes ha de passar
que:

(‘Smg_ (cosx - assinxjdx ==

(sinx +axcos x)]amtga_ =1

S|n6%rctg——+ a mosa%rctg—;- (0+a) = E

ag ag
& 1 0 e a 9 1
sinGarcsin T+axcostarccos——:-a=—
1+a% g & l+a’y 2
1 1+a® 1
+ -a==
Ji+a?  W1+a? 2
J1+a? :a+l
2
3

Resolent 'equacio, a = 2
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53.- Considerem la funci6 f(x) =|x+1+|x- 2|.
a) Representeu-la graficament.

3
b) Calculeu c‘) f(x)dx .
Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

Definim la funcié f(x) com funcié definida a trossos:
1-2x+1 SIXE-1

f(x) =13 Si-1<x<2
¥2x -1 six?3 2

La funcié és continua en R

La funci6 és derivable en R ~{- 1,2}

i-2 six<-1
f(x)= 13 Si-1<x<2.
12 six >2

b
)3 2 3 3
Qf(x)dx = Q3dx + Q(Zx - Dax =3x[ + (x2 - x)]2 =7.
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54.- Calculeu:
L= "'g;iz(*/Zn -1+42(2n- 2) +..... +/k(20 - K) +..... +4[n(2n - n))
n®¥ n
Oposicions Catalunya 2000.
Solucio:
: 18 ako_
Transformaren la suma per unaintegral: lim —g fe—+= Qf(x)dx .
n®¥ n kel eng

L:lfmng1$-19+\/E@-59+ ..... o k@ ko, . [nm nel
n®¥n Nne Ng Ne Ng Nne Ng Nne nga

= 61/X(2- x)dx
Calculem () [x(2 - x)dx = 0 /1- (x - 1)%dx

Efectuem el canvi x - 1 =sint, dx =costdt.

A/X(2 - X)dx = dl sin? t)costdt = (‘yosztdt = (‘)H(:Zﬁdt =%t+%sin2t+c =

= %arcsin(x -0 +%sin(2 arcsin(x- 1))+C.

Aleshores:

\1 1 . 1 . . [:|1 p
L= Qw/x(Z - X)dx =Earcsm(x -1 +Zsm(2arcsm(x - D)y ZZ .
Uo
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55.- Un con circular es talla per un pla perpendicular a | seu eix, determinant un cercle
gue és base d’un altre con, el qual té el vertex en el centre de la base del primer con.
Determineu el con de volum maxim que es pot construir de la manera indicada i la
relacio entre el dos cons.

Oposicions de Catalunya 1999.

Solucio:

Siga R =BH el radi de la base del con inicial i h =AH la seua altura.
Siga r =DF el radi de la base del cercle del con que es determina pel tall
perpendicular, siga x = AF la seua altura.

L’altura del con que té el vertex en el centre de la base del
primer con té radir i altura h- x.

El volum del d’aquest darrer con és:
1

V==pr?t-x
3P (h-x)

D D
Els triangles AFE, AHC son semblants. Aplicant el teorema de
Tales:

X h h
Z =_, aleshores, x=—r.
r R R

Aleshores el volum deI con és:

V(r)——pr gﬁ —r—

a

V()= 3 p?nr2 - Er3 9. Derivem la funci6 i igualem la derivada a zero:
e a

1 3h ,0

Vi(r) = =p&hr - 222
(r 3pg i
Vi(r)=0, 2hr- %rz—o Resolent 'equacio: r_z?R

Calculem el signe de la segona derivada en r = ?

V"(I’)——paQZh‘ Ghrg’ V"?Rg_ip&h 6_h2_R9_l ( 2h)<0
(%)

e3g 3 e R 3 g

_ 2R . .
Aleshores, en r Y s'assoleix el maxim del volum.

La rad entre els volum de I'Gltim con i de l'inicial és:
1 ae'zRgzg% h 2R
VultimMéximz‘?’ e3ge R 321:4_

Vinicial % PR 2K




56.- Calculeu l'area limitada per y? = i+x i la seua asimptota.
X

Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:

El domini de la funci6 és |- 11]

La asimptota vertical €s la recta x =-1 on s’anul-la el denominador.

La grafica de la funcié és:

La funcié inversa és:

2
f(x)=-1+ .
(x) i
Siga g(x) = T traslladada vertical de I'anterior de I'anterior.
+ X

's , 1 1- X
L'area buscada és 0) dx
1\ 1+ X
O bhé:
\+¥ \+¥ 2 +¥ ﬂp 0
2 X)dx =2 dx = 2(2 xarctgx =2¢c—-0==2p.
Q 9% Q) o (2arctgx)[; ¢~ 0-=2p

Ricard Peir6 i Estruch
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57.- Calculeu la integral N %E(X) Eg——-dx on E(x) és lafunci6 part entera:
Oposicions Catalunya 1993.
Solucio:

\1993 ﬁ( X) &( 00 \1993 \1993 a 0
—— dx == E(x)dx - Ec—=dx
;B k=5Q EOIX-Q B

E(x)=k kE£x<k+1 onk=012,...

En la grafica hi ha 1993 rectangles de base 1 i altures: 0, 1, 2,....., 1992.

1993 0 +1992
Q EX)dx =1X0 +1XL+1X2 +........ +1x1992 =0+1+2+....+1992 = 71993 =996 x1993

ERO-k KEx<2k+2 onk=012,...
e2g

En la grafica hi ha 996 rectangles de base 2 i altures: 0, 1, 2,....,995 i un rectangle de
base 1 i altura 996.

1998 _ox 0+995

Eg——dx—2><0+2><.l.+2>Q+ ..... +2>995 +1>996 =2 996 +996 = 995 X996 + 996 = 9967

WSEE(X)  pax00, 1 N g RO - 1ogs 1993 - 9962 = 498
Q0 2 G maQ e g e )
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58.- Siga f(x) una funci6 continua en [04] i derivable en ]0[ amb f(0) =0 i f'(x)

)
=

creixent. Demostreu que és creixent

Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:

siga g =1%)  x7 [oa]. gr(x) = XL T) g oy
X X

Siga xT 04| f(x) una funci6 continua en [0,x] i derivable en J0,x|.
Aplicant el teorema de Lagrange:

7 f(x)- f(0) _ ..
$ci Jo.c[ tal que —— =1

M:f'(c), O<c<xxl
X
Com f'(x) creixent, f'(c) <f'(x), 0<c<x<l1
Aleshores, M <f'(x),
X

x'(x) - f(x) _f'(x) _ f(x) _ fi(x)  1f(x) S f'(x)_ f(x) _ 0

X x?2 X X X X X

g'(x)=
_f(x)

Aleshores, g(x) =——=~ és creixent.
X
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59.- Discutiu en funcié de k, el nombre de solucions de I'equacio: kx - e* =0.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
Siga f(x) =kx - e*

El seu domini és R. Es continua i derivable en R f'(x) =k - e*.

Sik=0
f(x) =- e* f(x) =0 no té soluci6 jaque e* >0 "xI R

Sik<0

f'(x)=k - e* <0, aleshores, la funcié és decreixent.
lim f(x)= lim (kx - e*)=+¥ - 0 = +¥ |

X® - ¥ X® - ¥

jim f(x) = lim (oc- e*)= lim ex&X

& - 12=w(-D=-¥.
X® +¥ X® +¥ x®+  SpX 17}

Aleshores, I'equacio inicial té una unica solucio.

Sik>0

f'(x)=0, k- e* =0 l'equacié té solucié Unica, x =Ink.
f'(x)=-e*, f"(nk)=-e" =-k <0.

Aleshores, x =Ink és el maxim de la funcio.

)(I(l@rr_\¥f(x)=xl(|®rr_1¥(kx- e )=-¥ -0=-¥.

jim f(x) = lim (oc- e*)= lim ex&X

& - 12=w(-D=-¥.
X® +¥ X® +¥ x®+  SpX 17}

f(Ink) =k Ank - €™ =k Ank - k

Si f(Ink) > 0 I'equaci6 té dues solucions reals distintes.
k:lnk-k >0.
Ink >1,ésadirsi k>e.

Si f(Ink) <0 I'equaci6 no té solucio.
Esadirsik <e.

Si f(Ink) =0 I'equaci6 té una solucio.
Esadirsik=e.
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60.- Considereu la funcio f:R --® R definida de la forma f(x) =In(x)- x +3.

a) Demostreu que f(x) =0 té exactament dues solucions ai b tals que a<1<b.

b) Donat un punt x, T Jb[, definim la successié {x,} de laforma x,_,, =3+In(x,),
n>0.Demostreu que x, 1 JLb[, "ni N ique {x,} és convergent. Calculeu el limit.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
a)
El domini de la funci6 és |0,+¥[. Es continua i derivable en [0,+¥].

f'(x) _1. 1. f'(x)=0 siinoméssi, x =1

x

f*'(x) = —21 f"(1)) =-1<0. Aleshores, x =1 és un maxim de la funcio.

X
f)=0-1+3=2>0
f'(x)>0 si x1 ]0,] aleshores en aquest interval és estrictament creixent.
f'(x)<0 si x1 ]L+¥[ aleshores en aquest interval és estrictament decreixent.
lim f(x) = lim In(x)- x+2 =-¥ - 0+3=-¥.
x®0* x® 0*
im f(x)= lim x@2X) 14391y (0- 14+0)=-¥ .
X® +¥ xX®+¥ a X Xg
f(x) és estrictament creixent quan x1 0] lim f(x)=-¥, f(1) >0.

x®0*

Aleshores, existeix un anic al 0, tal que f(x)=0.
f(x) és estrictament decreixent quan x1 [L+¥| lim f(x)=-¥, f(1)>0.
X® +:

Aleshores, existeix un unic b1 JL+¥| tal que f(x)=0.

b)

vegem que la successié és monotona creixent x,,, > X, per induccio:
Sin=1, x, =3+In(x,)>3+In(1) >

Per hipotesi:

Per l'apartat a) si x, 1 JLb[, In(x,)- x, +3 >0. Aleshores, x, =In(x,)+3> x, >1.
Suposem certa la relacio pera n =k, Xx,,; >X,.

Demostrem la relacié pera n =k +1:

Xiap =3+ In(xk+1)|:3 +In(X,) = Xyaq -

Aleshores, la successio és monotona.

Vegem que per induccié que x, <b.

Si n=1, Perhipotesi x, <b

Suposem certa la relacio pera n=k,.x, <b

Demostrem la relacio pera n =k +1:

Per l'apartat a) 3 +In(b) =b

Xy =3+ In(xk):|3 +In(b)=b

La successi6 {x,} és monotona creixent i afitada superiorment, aleshores, és

convergent.
Siga x el seu limit:

lim X, = lim (3 +In(x

x@+¥ T @y (3 ( “))

X =3 +In(x)

Per I'apartat a) I'inica soluci6 és x=b.



