
Ricard Peiró i Estruch 

51.- Donada la corba d’equació 422 xxy −= , es demana: 
a) Dibuixeu-la. 
b) Calculeu l’àrea limitada per la corba: 
Oposicions Catalunya 2000. 
 
Solució: 

Siga 42 xx)x(f −= . 
 
La funció és definida positiva i simètrica respecte l’eix d’ordenades. 
El domini de la funció és [ ]1,1−  
La funció és contínua en [ ]1,1−  
La funció és derivable en [ ] { }0~1,1−  
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La funció és creixent en 
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La funció és decreixent en 
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La funció té un màxim en 
2
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2
x =−= . 

Els mínims de la funció són: 1,0,1x −= . 
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La funció és convexa en ] [ ] [1,00,1 ∪−  
La corba de la funció ve donada per les funcions: 

)x(fy = , )x(fy −= , aquesta darrera simètrica de la 
primera respecte de l’eix d’abscisses. 
 
b) 
L’àrea de la corba, per la simetria és: 
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Aquesta corba és la lemniscata de Geromo. 

42 xx)x(f −=
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52.- Determineu 0a >  de forma que el recinte limitat per la corba xcosy =  amb 





 π

∈
2

,0x  i els eixos coordenades quede dividit en dues parts de la mateixa àrea per la 

corba xsinay ⋅= . 
Oposicions Catalunya 1999. 
 
Solució: 

L’àrea del recinte limitat per la corba xcosy =  amb 
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A fi que l’àrea quede dividida en dues parts iguals per les dues corbes ha de passar 
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Resolent l’equació, 
4
3

a = . 
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53.- Considerem la funció 2x1x)x(f −++= . 

a) Representeu-la gràficament. 

b) Calculeu ∫
3

1
dx)x(f . 

Oposicions Catalunya 1993. 
 
Solució: 
Definim la funció )x(f  com funció definida a trossos: 
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La funció és contínua en R 
La funció és derivable en { }2,1~R −  
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54.- Calculeu: 

( ))nn2(n.....)kn2(k.....)2n2(21n2
n
1

límL
2n

−++−++−+−=
∞→

 

Oposicions Catalunya 2000. 
 
Solució: 
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Calculem ∫ ∫ −−=− dx)1x(1dx)x2(x 2  

Efectuem el canvi tsin1x =− ,  dttcosdx = . 
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55.- Un con circular es talla per un pla perpendicular a l seu eix, determinant un cercle 
que és base d’un altre con, el qual té el vèrtex en el centre de la base del primer con. 
Determineu el con de volum màxim que es pot construir de la manera indicada i la 
relació entre el dos cons. 
Oposicions de Catalunya 1999. 
 
Solució: 
Siga BHR =  el radi de la base del con inicial i AHh = la seua altura. 
Siga DFr =  el radi de la base del cercle del con que es determina pel tall 
perpendicular, siga AFx =  la seua altura. 
 
L’altura del con que té el vèrtex en el centre de la base del 
primer con té radi r i altura xh − . 
 
El volum del d’aquest darrer con és: 
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Aleshores, en 
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56.- Calculeu l’àrea limitada per 
x1
x1

y2

+
−=  i la seua asímptota. 

Oposicions Catalunya 1999. 
 
Solució: 
El domini de la funció és ] ]1,1−  
La asímptota vertical és la recta 1x −=  on s’anul·la el denominador. 
 
La gràfica de la funció és: 
 
La funció inversa és: 
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57.- Calculeu la integral  ∫ 
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Oposicions Catalunya 1993. 
 
Solució: 
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En la gràfica hi ha 1993 rectangles de base 1 i altures: 0, 1, 2,....., 1992. 
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58.- Siga )x(f  una funció contínua en [ ]1,0  i derivable en ] [1,0  amb 0)0(f =  i )x('f  

creixent. Demostreu que és creixent 
x

)x(f . 

Oposicions Catalunya 1999. 
 
Solució: 

Siga 
x

)x(f
)x(g = , [ ]1,0x ∈ . 

2x
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)x('g
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= ,  ] [1,0x ∈ . 

Siga ] [1,0x ∈  )x(f  una funció contínua en [ ]x,0  i derivable en ] [x,0 . 
Aplicant el teorema de Lagrange: 
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Aleshores, 
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59.- Discutiu en funció de k, el nombre de solucions de l’equació: 0ekx x =− . 
Oposicions Catalunya 1993. 
 
Solució: 
Siga xekx)x(f −=  

El seu domini és R. És contínua i derivable en R xek)x('f −= . 
 
Si 0k =  

xe)x(f −=  0)x(f =  no té solució ja que 0e x >  Rx ∈∀  
 
Si 0k <  

0ek)x('f x <−= , aleshores, la funció és decreixent. 
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Aleshores, l’equació inicial té una única solució. 
 
Si 0k >  

0)x('f = ,  0ek x =−  l’equació té solució única, klnx = . 
xe)x("f −= ,  0ke)k(ln"f kln <−=−= . 

Aleshores, klnx =  és el màxim de la funció. 
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kklnkeklnk)k(lnf kln −⋅=−⋅=  

 
Si 0)k(lnf >  l’equació té dues solucions reals distintes. 

0kklnk >−⋅ . 
1kln > , és a dir si ek > . 

 
Si 0)k(lnf <  l’equació no té solució. 
És a dir si ek < . 
 
Si 0)k(lnf =  l’equació té una solució. 
És a dir si ek = . 
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60.- Considereu la funció RR:f →−− definida de la forma 3x)xln()x(f +−= . 
a) Demostreu que 0)x(f =  té exactament dues solucions a i b tals que b1a << . 
b) Donat un punt ] [b,1x1 ∈ , definim la successió { }nx  de la forma )xln(3x n1n +=+ , 

0n > . Demostreu que ] [b,1xn ∈ ,  Nn ∈∀  i que { }nx  és convergent. Calculeu el límit. 
Oposicions Catalunya 2000. 
 
Solució: 
a) 
El domini de la funció és ] [+∞,0 . És contínua i derivable en ] [+∞,0 . 

1
x
1

)x('f −= . 0)x('f =  si i només si, 1x =  

2x
1

)x("f
−

= ,  01)1("f <−= . Aleshores, 1x =  és un màxim de la funció. 

02310)1(f >=+−=  
0)x('f >  si ] [1,0x ∈  aleshores en aquest interval és estrictament creixent. 
0)x('f <  si ] [+∞∈ ,1x  aleshores en aquest interval és estrictament decreixent. 

−∞=+−−∞=+−=
++ →→

302x)xln(lím)x(flím
0x0x
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




 +−=

+∞→+∞→
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)x(f  és estrictament creixent quan ] [1,0x ∈  −∞=
+→

)x(flím
0x

, 0)1(f > . 

Aleshores, existeix un únic ] [1,0a ∈  tal que 0)x(f = . 
)x(f  és estrictament decreixent quan ] [+∞∈ ,1x  −∞=

+∞→
)x(flím

x
, 0)1(f > . 

Aleshores, existeix un únic ] [+∞∈ ,1b  tal que 0)x(f = . 
b) 
vegem que la successió és monòtona creixent n1n xx >+  per inducció: 
Si 1n = ,  >+>+= )1ln(3)xln(3x 12  
Per hipòtesi: 
Per l’apartat a) si ] [b,1x1 ∈ ,  03x)xln( 11 >+− . Aleshores, 1x3)xln(x 112 >>+= . 
Suposem certa la relació per a kn = , k1k xx >+ . 
Demostrem la relació per a 1kn += : 

1kkHI1k2k x)xln(3)xln(3x +++ =+>+= . 

Aleshores, la successió és monòtona. 
Vegem que per inducció que bxn < . 
Si 1n = ,  Per hipòtesi bx1 <  
Suposem certa la relació per a kn = ,. bxk <  
Demostrem la relació per a 1kn += : 
Per l’apartat a) b)bln(3 =+  

b)bln(3)xln(3x
HIk1k =+<+=+  

La successió { }nx  és monòtona creixent i afitada superiorment, aleshores, és 
convergent. 
Siga x el seu límit: 

( ))xln(3límxlím n
x

1n
x

+=
+∞→

+
+∞→

 

)xln(3x +=  
Per l’apartat a) l’única solució és bx = . 


