61.- Siga I'equacio Inx - I_ =0,amb I T Ril t0.

Ricard Peir6 i Estruch

a) Demostreu que existeix | real per al qual I'equacié no té solucio i a més a més no

és unic.

b) Determineu en funcié de | el nombre de solucions que té I'equacio.

Oposicions Castella la Manxa 2004.
Solucié:

Siga f(x) = Inx - Ii

El seu domini és J0,+¥ . Es continua i derivable en J0,+¥[ f'(x) =

Sil <0
1 1
f'(x)==- T >0, aleshores, la funci6 és creixent.
X
I|m f(x) = lim %nx- ——=-¥ 0=-¥.
x®0* | g

lim f(x) = lim ?nx- X0_ 4y +(H¥) = +¥
X® +¥ X®+¥e I [}

Aleshores, I'equaci6 inicial té una Gnica solucid.
Sil >0

f'(x)=0, L =|£ 'equacio té solucio tnica, x=1 .
X

-1 1
f'"(x) =—, f"(l)=-—=<0.
X2 | 2
Aleshores, x =1 és el maxim de la funcio.
[im f(x)= lim a?nx— ——:—¥ -0=-¥.
x®0* x®0* e | g
I|m f(x)= lim aanx-i—— lim xgé'ﬂ- — ¥acf)- —=
X+¥e ng®+¥ex | e |g
f(1)=Inl -

Sif(l)>01 equacié té dues solucions reals distintes.
Inl >1,ésadirsi| >e.

Si f(I ) <0 I'equacio no té solucié. Esadirsi 0<1| <e.

Si f(1) =0 l'equacio té una solucio. Es adirsi | =e.

11
x |
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62.- Calculeu la suma de les arees de les regions del primer quadrant limitades per la
corba y =e *sinx ileix OX.
Oposicions Conca 1998.

Solucid:
e * >0, "x1 R,enparticular, " xT [0,+¥|
sinx >0, quan x1 [2pk,2pk +p], "k =0412,....

I=(‘]a'xsinxdx =-e *cosx- (‘)a'xcosdx =-e *cosx- (e'xsinx +I)

u=e* du=-e*dx u=e* du=-e*dx

dv =sinxdx Vv =-cosx dv =cosxdx VvV =sinX

21 =- e *(sinx +cos x)

= e *(sinx +cosx)

2
- . L 2pk+p : } ) op =K
2pk+p _ X u (2pk+p) 2pk p . PQ
Qp o % sinxdx = & (smx+cosx)L,J _e +e _(1+e )g%elg 2
k 2 Chpi 2 2 8eeﬂ p
La suma de les arees és:
K A k
$ Hrermus™0? 1407 & 5°0 1+eP 1 eP
F Y R § =5 05225829
kzog 2 geeg QB 2 k:ogeeﬂ p 2 . ‘,ﬂ_gp 2(eP - 1)
e€g
El darrer pas és la suma dels infinits termes d’una progressié geometrica de primer

,.2p
terme lirad 0 < 8819 <1.
eeg
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63.- Una semicircumferencia de radi r es divideix en n+1 parts iguals i s'uneix un punt
gualsevol de la divisi6 amb els extrems, formant-se un triangle rectangle d’area A(k).

Es demana calcular el limit quan n tendeix a meés infinit de la mitjana aritmetica de les
arees d'aquests triangles.
Oposicions de Mdurcia 1998.

Solucio:

Siga la semicircumferencia de centre O i diametre AB.

Siga C el punt de la part k de les n +1 parts que divideixen C
la semicircumferéncia en n+1 parts iguals, comptant des de

A (I'tltima part n+1 és el punt B)

Siga a =DABC, és un angle inscrit, la seua mesura és la

meitat de I'arc que abraca.

P
Aleshores, a =PABC = n+l __ P k, k=123,.....n+1 a 8] B
2 2(n+1)

Siga x, =AC, y, =BC

D
El triangle ABC és rectangle. Aplicant raons trigonomeétriques:
Xk & p O Yo _ 2P 0

— =sin Kz, =cos kz.
2r 20+ 5 2r E20+) 5

L’area del triangle ABC és:

X 0 kK 0

XY k = >s|ngp &—2

2 2(n 1) g EZ(n+1) n+lg
La mitjana aritmética de les arees dels n+1 trlangles rectangles formats és:

=2r? smg

k 0
r xsincp ——-=
ka'l gpn+1g

n+1

cos(px)u 2r?

O 2 sm(px)—r A/ =
Q p

,9 1 & k
=T —ln—
a S, 47

k=1
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64.- Donada la funcié f(x) = |x3 - 6x2 +5x| +2Xx- 2.

a) Determineu els seus elements grafics més rellevants (intervals de creixement i
decreixement, maxims i minims, etc.) i representeu-la graficament.

b) Calculeu I'angle que formen les dues rectes tangents laterals a la corba en els punts
x=1,x=5

Oposicions Catalunya 1997.

Solucio:
i—x3+6x2—3x—2 SiX£0
- B6X%2+7x- 2 SsiOD<x £1
f(X)—l

i-x3+6x%-3x-2 Sil<x£5

:x - Bx%+7x- 2 six>5

La funci6 és continua en R i derivable en R ~{01,5}.
i- 3x? +12x- 3 six<0
i
i3x? - 12x+7 si0D<x<1

Fo)=i | .
i- 3x*> +12x- 3 Sil<x <5

{32 . 12x+7  six>5

i-6x+12 six <0
£(x )_|6x 12 si0<x<1

---6 +12 sil<x <5

fex- 12 six>5
Els punts de tall sén:

5- 432

-x3+6x%-3x-2=0, x=Lx= > (les dues en el domini).
x3 - 6x2 +7x- 2=0, xzs_jﬁ, x=1, (les dues en el domini).
f(x)=0

-3x2+12x-3=0, x=2+4/3.

6- /15
3
Estudiant el signe de la primera derivada:

eE]12+J_[E]5 +¥(.

3x%2-12x+7=0, x=

La funcio és creixent en: uO
o

La funcié és decreixent en: ] ¥ O[ E u— 1eE ]2 +4/3, 5[
b

x=0, x=1, x=5 minims relatius.

6- /15
3

Estudiem el signe de la segona derivada, per estudiar la concavitat-convexitat.
f"(x)=0 si x=2,

f'(x) >0, enlinterval |- ¥0[E 12| E |5,+¥| és concava.

f'(x) <0, enlinterval J0[E 25 la funci6 és convexa.

, X=2 +«/§, maxims relatius.
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La grafica de la funcio és:
y e

15

18

b)

f(17)=6.
fL)=-2.

El vector director de la recta tangent a la corba en 1 per la dreta és (1,6)
El vector director de la recta tangent a la corba en 1 per la esquerra és (1,- 2)
Calculem I'angle que formen les dues rectes:

16)(1,-2) = J37/5cosa

11
cosa = ———.
J3745
f'(5%) = 22.
(5 )=-18.

El vector director de la recta tangent a la corba en 5 per la dreta és (1,22)
El vector director de la recta tangent a la corba en 5 per la esquerra és (1,- 18)
Calculem I'angle que formen les dues rectes:
(122)(1- 18) =/485+/325 cos b
- 395

Ja85/325

cosbh =
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65.- Determineu els valors de a a fi que I'equacié ax3* + 3"* = 3 tinga solucié Unica.

Solucio:

Siga la funcio f(x) =ax3* +3°* - 3. La funcid és continua i derivable en R.
f'(xX)=axdn3x3* - In3x37*.

Suposem que a=0

3% =3, té soluci6 Unica x =-1.

Suposem que a<0.

Aleshores, f'(x) <0, és a dir, la funcio és estrictament decreixent en R.
lim f(x)=a>0+¥ - 3=+¥ . lim f(x)=ax+¥)+0- 3 =-¥.

X® - ¥ X® +¥

Per ser estrictament decreixent, i continua, existeix un tnic x, T R, tal que f(x,)=0,
és a dir, x, T R soluci6 Unica de I'equacid inicial.

Suposem a>0.

f'(xX)=0. axn3x3*-In3x3* =0.

ax3*=3*. 3% ==, 2x=-log;a.

Q|-

—_1
X =log;a?
i i 1

f"(x) =aAn?3>3* +In?3>3°*. f"(log;a2)=axn?3>a2 +In?3xa2 >0.
-1

Aleshores, x =log, a2 és un minim relatiu de la funcié.

Estudiem la monotonia de la funcié.

f'(x)>0.

axAn3x3* - In3x3*>0. ax3*=3°*%

1 -1 L . u s e
3% >=. x>log,a?.Lafunci6 és creixent en dog; a?,+¥é.
a e e
1 u 1é
f'(x)<0. x<logy a2 .Lafuncié és decreixenten (- ¥,log; a? é.
8 &
lim f(x)=a>x) +¥ - 3=+¥ . lim f(x)=ax+¥)+0- 3 =+¥ .
X® - ¥ X® +¥

f(log, a71) = a><a7l +a% -3=2Ja- 3.

Si24a-3>0, (sia> %), la funcio f(x) no té punt de tall amb I'eix d’abscisses, és a

dir, 'equacio inicial no té solucio.

Si2va-3=0,sia= %), la funcié f(x) té un punt de tall amb I'eix d’abscisses, és a
s

® 02 2

+ =log; —.

dir I'equacio inicial té solucio unica. | la solucio es, x =log, 7y 3
e4 o

Si 2«/5 -3<0,(sia< %), la funcié f(x) té 2 punts de tall amb I'eix d’abscisses, és a

dir, 'equacio inicial té 2 solucions distintes.
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66.- Calculeu l'area afitada per la corba x(x? +y?)- axy? =0 i la seua asimptota

a>0.
Oposicions Cantabria 2004.

Solucio:
La corba és la cissoide de Diocles.
El domini de la corba és [0,a].

Aillem la incognita y:

3
y=+ . x1 10,
a- x [ a[
La corba és simétrica respecte de I'eix d’abscisses.

Considerem la funci6 f(x) =

L’asimptota de la corba és larecta x=a.
lim f(x)=+¥.

Xx®a”

L’area afitada per la corba i I'asimptota és:

a
ZQf(x)dx.
X2
dx— (‘) dx =
a-x V a@oae & 2 ¢ 0
G-+ G1- C€L- —x* *
e2g% e a g
. 2 . a
Efectuem el canvi: 1-gx:smt dXZTCOStdt
:(gl sint 29 1 887a9costdt-
? 2coste 2 @
2
-a? o
= dl- sint)“dt =
_ 2
= Z dsinzt—ZsinHl)dt:
- 2 - s
LN COSZt-25int+19dt=
4 @ 2 a
- in 2t 5
= a” gét—sm +2cost?=
4 &2 4 g
2
--4a a@arcsmgfl- gx9- ismaQZarcsm(afL- gx;—+ T+ 2cos arcsmgl- —x;—+C
2 e a g 4 g a gy ﬂ g
2 2 N2
qu(x)dx- ; g—arcsmai- —x—-zsma%arcsmg[- —x@+ +2cosgarcsma?t-—x—:u
a a a %o
3

4
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67.- Calculeu el domini, les asimptotes, els maxims i minims i feu un esquema senzill
}/x2(x- 1
de la grafica de la funci6 f(x) = #
p* - 4
Solucio:
El domini de la funcio és: Domini=R ~{x1 R/ x?- 4=0}=R ~{- 2.2}
Podem definir la funci6 a trossos:

i
¥ 2
f(X):l|[.3\)2( 4
: x(x- 1 si x| ] 2,2[
T al4-x?

Yx2(x- 1) _ 3-12 _y

Larecta x = -2 és una asimptota vertical ja que Ignzf(x) =lim | | 0o -
x® -
1/ X - 4

%/xz(x -1

lim f(x) = lim == - ¥

Ix?(x- 1 v

lim f(x)= lim o= =

x® -2 x® -2° X2 -4 x® -2* X®-2 ./4_ X2
. ] L ) C3Ix3(x-1) 34
Larecta x =2 és una asimptota vertical ja que lim f(x) =lim ———=—=¥
x® -2 |X2 _ 4|

im 100 = fim YD _ oy im0 = im XD Ly

im f(x) = M ————=+¥, lim f(x) = M ———=

x® 2° X® 27 4/4_ X2 x®2* x® 2* XZ- 4
Asimptotes horitzontals:

] - 3AXP(x- D) . ] .

lim f(x)= lim ——————=-1, aleshores larecta y =- 1 és una asimptota horitzontal
X® - ¥ X® - ¥ ,XZ _ 4
guan x tendeix a menys infinit. La corba va sota I'asimptota.

im 100 = im L% _1 sleshores la recta y =1 & imptota horitzontal
Jim_ (x)= X(|®rr+1¥ﬁ =1, aleshores larecta y =1 és una asimptota horitzonta

qguan x tendeix a més infinit. La corba va per sota de I'asimptota.
Estudiem els maxims i minims:

Si-2<x<1
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. x*(x - 1)? . .
Siga g,(x) = &x, h(x) :ﬁ . Tenim aleshores que f(x) = (g, o hYx) si x3 1.
x%- 4
La funci6 g,(x) és continua i estrictament creixent en [0,+¥].
Els maxims i minims de la funcio f(x) sén els maxims i minims de la funcié h(x) per ser
g,(x) estrictament creixent.
x4 (x - 1)°

| |3 . Tenim aleshores que f(x) = (g, - h\x) si x<1.
x%- 4

Siga g,(x) =-%x, h(x) =

La funcié g,(x) és continua i estrictament decreixent en [0,+¥].

Els maxims i minims de la funcio f(x) son els minims i maxims de la funcié h(x) per ser

g,(x) estrictament decreixent.
Ix*(x- 1)
=

_xH(x- D)7 1 (x2- 4)3

- . 3~ 4 2

|x2 - 4|3 PIX D Gy I 22

t(4-x?)°

La funci6 h(x) és continua i derivable en R ~{- 2,2}

La funcid f(x) no és derivable en x=01.

six1 [- 22]
h(x)

|20 - 12X 58) - g [ )
h'(x) = % O -4

20000 12008) ) o

T (4_ X2)4

Si resolem h'(x) >0, la funcié és estrictament creixent en

|- ¥-2E o6 - 2472 E B E |6+ 2v7 +¥|

Si resolem h'(x) <0, la funci6 és estrictament decreixent en

- 20[& J6- 2474|E 26 + 247

Aleshores la funci6 f(x) és creixent: |- 2,0[ E J6- 2«/7,]1!‘5 ho[E JG +2ﬁ,+¥[
Aleshores la funcié f(x) és decreixent: |- ¥,-2[E b,6 - 2«/7,2[E JZ,6 + Zﬁ[

En x =0 la funci6 f(x) és continua i passa de ser creixent a decreixent, aleshores és
un maxim relatiu estricte.

En x =6- 24/7 la funci6 f(x) és continua i passa de ser decreixent a creixent,
aleshores és un minim relatiu estricte

En x =6+2+/7 la funcio f(x) és continua i passa de ser decreixent a creixent,
aleshores és un minim relatiu estricte
Aleshores el maxim relatiu estricte de f(x) s'assoleix en x =0, (0,0)

Aleshores els minim relatiu estricte de f(x)
s'assoleixen x =6- 2«/7, x=6+2«/7 ) W

& - O & O i JAN
Co- 247, 1VT 37T = Cgyp [7,¢/1V7 37 -
¢ 81 81+ ¢ 81 81~ ; = N I

e g e a )
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. . & n n n 0
68.- Calculeu el limOit de la suma I|mg —— st ——— T
®¥an“+1° n°+2 n“+n‘g

Oposicions Madrid 2002

Solucio:

i n
lim : t———
w2 + 12 12+ 2° n+n’g n®¥n§n2+12 n®+22 n®+n

1 1 1

2 2 2
1+€;é9 1+€;§9 1+€;ﬂ§_]9 -
& éng eng eng g

Transformant la suma per una integral Riemann:

\l 1 1 p
= dx = arctgx|, = —.
Ql+x2 g ]O 4

.1
= lim =
ne¥ N

OOOOR  + (S
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69.- Representeu les grafiques de les corbes y(x? +3)=1i 8xy- x+1=0.

Determineu l'area limitada per les corbes i els semieixos positius.
Oposicions Andalusia 1998.

Solucio:

Siga y(x? +3) =1 aleshores f(x) = és una corba d’Agnesi

3+x°

Siga 8xy - x +1=0 aleshores, g(x) = X8—1 €s una hipérbola.
X

1
f(x) = .
(x) 31

La funci6 és simetrica respecte de I'eix d’ordenades.

La funcio és continua i derivable en R.

No té punts de tall amb I'eix d’abscisses. @,%9 és el punt _ _ .
e 39

de tall amb I'eix d’'ordenades.

L'interval de creixement és |- ¥,0|

L'interval de decreixement és |0,+¥

x =0 és un maxim de la funcio.

Els intervals de concavitat son |- ¥ - 1| E 1 +¥
L'interval de convexitat és |- 11] .

X =-11 s6n punts d'inflexio, ge ng, 8?,19.
e 4g e 4g

y =0 és una asimptota horitzontal quan x® -¥ iquan x® +¥ .

g(x) = X8—l La funci6 és continua i derivable en R ~{0}.
X

No te punts de tall amb I'eix d'ordenades. El punt de tall amb I'eix d’abscisses és (1,0)
L'interval de creixement és R ~ {0}
L'interval de concavitat és |- ¥,0].
L'interval de convexitat és 0,+¥].

No té punts d’inflexio.
x =0 és una asimptota vertical, lim g(x) =+¥ ,
X® 0~

lim g(x) =-¥%
x®0*

=% €s una asimptota horitzontal quan x® -¥ i

quan xX® +¥ .
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Determinem I'area limitada per les corbes i els semieixos positius.
Els punts d’interseccio de les dues corbes és la solucié del sistema format per
ambdues corbes.

i 2 = i
I,y(x +8)=1 les solucions del qual sén: .l 1
18xy- x+1=0 =7 VY 1o

L’area afitada per les dues corbes i els semieixos positius és:

\1 \3
$ = Qftdx+ (F(x)- g())dx =

=£arctg§£x%j +§/§arctg§—/§x%+l(ln(x)- x)% =
3 3 dlo 83 3 7 8 H,
—£p+£p+—1| n(3)- 1—£p+_|n(3)-_

8
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70.- Es considera la funcio real de variable real f(x) = (x +1)* xe *.

a) Estudieu la funcio i representeu-la graficament.

b) Calculeu la primitiva de f(x) que s’anul-lapera x =1

c) Expresseu 'area del recinte limitat per la corba I'eix OX iles rectes x =1 x=a >1.

d) Calculeu el limit d’aquesta area quan a s’aproxima a més infinit.
Oposicions Andalusia 2004.

Solucid:

a)

La funcié és continua i derivable en R.
La funcio és definida positiva.

F(x) = (x+ D(A- x)e*, f(x) = (x2 - 2x- 1.

El punt de tall amb I'eix d’abscisses és (- 1,0) ' 5
El punt de tall amb I'eix d’ordenades és (0,1)
La funcio no és simetrica. : 4

L'interval de creixement és |- 11] .

Els intervals de creixement és |- ¥ - 1| E L +¥|

X =-1 és un minim de la funci6, (- 1,0)

x =1 és un maxim de la funcio, Eﬁf?_
e eg

o

L'interval de concavitat és

[ ¥ v2|E he vz v,

L'interval de convexitat és Jl J21+4/2] [
x =1- +[2 ésun punt d’inflexio,
b-v2(e- V22

x =1+4/2 és un punt d'inflexié, (1+J§, (6 + 4«/5)@45'1)

xlgl f(x) = +¥ , XI(l’Errl¥ f(x) =0. Larecta y =0 és una asimptota horitzontal quan
X® +¥ .

i -2 -1

b)
Aplicant integraci6 per parts

O +1)? xedx =(-x* - 4x- B)e”* +C.

G(x)= (- x? - 4x- 5)e’* +C.
cay=0, ~22sc=0, c=12
e e

c)
\a

Q(X +1)? xe *dx = (- x% - 4x - 5)e'x]i1 :(— a’- 4a- 5)e'z’1 +10e™?

d)

__@®a’-4a-5 100 10
m—mM—+—==—.
a® +¥ e? ea e



