Ricard Peir6 i Estruch

71.- Donada la successio de terme general a, talque a, =5a,, +3, a, =2.
. . a
a) Determineu E = lim —2.
ne¥ gn
1
b) Calculeu lim (eX +3x)x .
X® 0

Oposicions Andalusia 2004.

Solucio:

a)

Calculem el terme general.

a,=5a,,+3

a,, =5a, +3

Restant ambdues igualtats:

a,,-6a,+5a,,=0.

L’equaci6 caracteristica de la successio recurrent és:
x?- 6x+5=0, les solucions sén: x=5, x =1
Aleshores el terme general de la successi6 {a, } és:
a, = Ax5"+Bx".

Calculem A'i B utilitzant el primer i segon termes de la successio:
a, =2, a, =5xa, +3 =13.

Ia=11
j2=5A+B g . L
:' , la solucio del sistema és: } 20 :
113=25A +B ig=-3
1 4
a, :E)Gn +_3
20 4
£5“ -3 1
E = lim 20 = |jm -20 4
ne¥ g n@¥ 5" 20

1
Siga | = Iig1o(eX +3x)X. El limit és una indeterminacio de la forma 1¥ .
X
1

Inl = lim In(eX +3x);
X® 0

Inl = lim M
x® 0 X
Aplicant la regla de I'Hépital:

, el limit és una indeterminacio de la forma 0

(e* +3)

e . e +3
= ljm £—+3X = lim =
x®0 X X®0 1 x®0 @* 4+ 3x

4.

Aleshores, | =e*.
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72.- Determineu en cadascun dels casos, les equacions de les corbes que verifiquen
les condicions:

a) El pendent de la tangent en un punt qualsevol (x, y) és la meitat del pendent de la
recta que uneix aquest punt amb l'origen.

b) La normal en cada punt, la recta que uneix aquest punt amb l'origen i I'eix OX
formen un triangle isdsceles que té en I'eix OX el costat desigual.

c) El segment de la normal tragada a qualsevol punt (X, y) que té extrems aquest punt i
la seua interseccié amb OX es dividit en dues parts iguals per I'eix OY.

Oposicions Caceres 2002.

Solucio:
a)
El pendent de la recta tangent és la derivada del la funcié en el punt.
El pendent de la recta que passa per un punt (X, y) i 'origen de coordenades és ¥,
X
Aleshores:
"= %X, €s una equacio diferencial de variables separables:
X
1dy - Lax=o0 ,
y 2X : m= D05 m'= 0,32
Integrant:
1 y
Inly|- =Injx{ =C, =C P
M- =c. | |
y2 = ax, és una parabola. — "
’ \

El pendent de la recta normal és —1
y

Per formar un triangle isdsceles les tangents han de ser oposades. Aleshores:
-1 _ y

— = - =, és una equacio diferencial de variables separables:
y X
ydy - xdx =0.
Integrant:
y2 X2
TR = C que és I'equacio d’'una hipérbola.
c)
Si I'eix OY divideix en dues parts iguals el segment la tangent és \\
y

P aleshores:

X LN
'—'1 = Zi €s una equacio diferencial de variables separables:
y X
ydy +2xdx =0
Integrant:
y2

- +x2% = C que és I'equacié d'una el-lipse.
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73.- Determineu I'equacio de la recta tangent a la corba y =3x* - 4x® en dos punts
distints.

Solucio:
Siga y = ax +b la recta tangent que cerquem.
. Ty =3x*-4x® . _ .
El sistema ,'y ha de tenir dues Uniques solucions reals
iy=ax+b

Aleshores, I'equacié 3x* - 4x3 - ax- b =0 ha de tenir dues solucions reals dobles, és

adir, 3x* - 4x® - ax - b és un quadrat perfecte d’un polinomi de segon grau amb
arrels reals distintes.

3x% - 4x3 - ax- b=(cx® +dx +e)?.

Desenvolupant:

3x% - 4x3 - ax- b=c?x* +2cdx® + (2ce +d?)x? + 2dex +e?.
Igualant coeficient:

i
i
ic?=3
12— ! 1
.:.C =3 _I'd:_2_
j2cd=-4 ! c
. } 1
boce+d? =0, |le=-2—3
j2de=-a i i @ lée . 16 .1 -8
le2=- ja=-2de=-2¢- 2=%: 2—*=-8—=—
Le b : g Cg 3y o 9
T .2
Ib:_ezz_gzig :_i:_i
t e cig c 27
Aleshores la recta tangent és:
y="8x+ 2
9 27
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2n

74.- Calculeu la integral 0 dx .
11+ e*

Solucié:
Notem que per substitucio:
1 2n -1 t2l"| l t2n 1 2n
~ dx = ¢ 1dt = dt = ¢ dx .
0-11+ex | Q l+e <1 O11+e 0-11+e'x

X=-t

dx = - dt
\1 2n 2 2n 6) \186
Ox O dx+0 i=10 ingel L1 g(i)dX:
11+ e* 2 11+ e* 1l+eX g 21 el+e* 1+e ™ gy

2n+1
2n 2n X U 1
Xxdx = x“dx = .
201 Q 2n+15, " on+1
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75.- Siga f: [0, +¥[ ® |0, + ¥ una funci6 tal que f(x)x(y)- f(xy) ==+, x,y >0.

X |<

X
y
a) Calculeu f(1).
b) Calculeu f(x).

Solucio:

a)

Six=y=1, [f@Q]*-f®)=2.

Resolent I'equacié, obtenim:

f(1)) =2, 0bé, f(1) =-1, aquest darrer valor no compleix la hipotesi de I'enunciat, la
imatge ha de ser positiva.

Per tant la solucio és f(1) = 2.

b)
Siy=1

£(x) ¥£(1) - f(x):§+%.

2X(x)- f(x)=x +£.
X
Aleshores:

F(x) = x+2.
X
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76.- Calculeu 'area limitada per la grafica de la funcié f(x) = e * sinx i el semieix

positiu OX.
Oposicions Eivissa 2002.

Solucid:
f(x) =0 quan x =kg, k=0123,......

f(x) >0, quan U]ka, (2k +1)pf .

k=1

f(x) <0, quan U](zk +1)p, 2kp| .

k=1

Calculem | = Ga'x sin xdx
Per parts:

I:—e'xsinx+c‘)a'xcosxdx =-e *sinx- e *cosx-I.

u=sinx du=cosx dx u=cosx du=-sinx dx
dv=edx v=-e* dv =e*dx v=-e*
Aleshores:

2l =-e *(sinx +cosXx)

- e *(sinx +cosx)
> .
I'area limitada per la grafica de la funcié f(x) = e * sinx i el semieix positiu OX és:

Q

2kp s 2 .
Q e " sinx dx - aQ e "sinxdx =
p k=0 k+1)p

Qox

=~
1

0
o @KHDp | o-2k ¥ _ g% _ g (kDp

_3 3 _
a7 a7 3
:l+é¥_e-kp=l+ e’ :1+ d = ef+1
2 2 2 1-eP 2 eP-1 26eP-1
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2
77.- Demostreu que per atot xT R*, x- X? <In(1l+x) <x.

Oposicions Eivissa 2002.

Solucio:

Siga f(x) =In(L+x)- x, xI R*

La funci6 és continua i derivable en x1 R*.

Fo=—to-1=-X
1+x 1+Xx

f'(x)<0 peratot x1 R*, aleshores, la funcié f(x) és estrictament decreixent en

xI R*

f(0) > f(x) peratot xI R*

f(0)=0

Aleshores, f(x) <0, peratot xT R*

Pertant, In(1+x)- x<0, Inl+x)<x, peratot xI R*.

2
Siga g(x) =In(1+x) - x+X7, xT R*
La funcio és continua i derivable en xT R*.
X2
1+x
g'(x)>0 peratot xT R*, aleshores, la funcié gx) és estrictament creixenten x1 R*.
g(0) <g(x) peratot xI R*
9(0)=0
Aleshores, g(x)>0, peratot xI R*

2 2
Per tant, In(1+x) - x+X7>0, x—x?<|n(1+x),peratot xT R*.

g'(x):i- 1+ X =
1+x



78.- Calculeu Iim ai+__
nI®¥O n g

Oposicions E|V|ssa 2002.

Solucié:
o L.
siga | =lim O &+L£.9
p2€ N @
& 4 50
A 062_ .
int = Inlim O &+ 5% = lim
n = n
€% pae N gy
n
n ..
9 p
= lim = In¢l+—+
n® ¥ na_ g nzg
p=1
& 0
¢ 1 -
8 .
lim Ing +£— = lim Ingl+—
n® ¥ 25 n®¥ n? ~
g P o
n
. 148 0 _ .
Inl =lim = In¢ +£2+ = lim

n®¥ N p=1 e n“g n® ¥

Ricard Peir6 i Estruch
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79.- Calculeu el seguent limit:
3 n A
12,3 40, L0
n®¥n é]_ nn-l =
Oposicions Castella—LIeé 2004.

Solucio:
Aplicarem el criteri d’Stolz:

. o ) . a, -a
Si{b,} és creixent, limb, =+¥ i lim "0l = (¥ +¥),
ne¥ ne¥ bn “Mnaa

a,
aleshores, lim - = = (L-¥,+¥)
n

2 3
0
Siga, a, =2+ 3+ 4y SO0
1 2 3 nn g
(n+1" o+ @) g, L9
- -1 -1
jim 207 8-t om0 im0 om0 = jjm & 18 =2
¥b -b, , n®¥n®.(n-1°% ne¥ 2n-1 ne¥ 2_1 ne¥ 2_1 2
n n
Aplicant el criteri:
a, . 1&® 3° 4° (n+1)"0 e
lim — =1lim —&—=+—+—+..... ——iI=_.
n®¥ ph ne¥ n 1 2 3 n & 2
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80.- Justifiqueu si existeix alguna funci6 f(x) derivable en tots els reals amb |f(x)| < 2

per a tots els reals i que complesca f(x) x'(x) 3 sinx.
Oposicions Madrid 2004.

Solucio:
Ho farem per reduccio a I'absurd.
Suposem gue existesca la funcid.

Siga F(x) =f?(x) +2cosx +2.
F(x) = 2f(x) ¥'(x)- 2sinx.
Per hipotesi, F(x) 2 0, aleshores la funcid F(x) és creixent.

Aleshores, F(p)3 F(0)

F(p) =f*(p) +2cosp +2 =f?(p)
F(0) = f2(0)+ 2cos0 +2 = f2(0) + 4

Aleshores, f2(p)3 f2(0)+43 4.
Aleshores, |f(p)| 3 2, la qual cosa contradiu una hipotesi.



