Ricard Peir6 i Estruch

81.- a) Determineu la longitud d’arc des de g =0 fins q = 2¢ corresponent a la
cardioide r =3 - 3cos(.

b) Determineu I'area de la regido comuna a les regions limitades per la cardiode anterior
i per la circumferéncia r = - 6cosq.

Oposicions la Rioja 2006.

La longitud d’arc és.

2] 2 0
oy /rz I
gQ gdq;a *
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= ZdJJQ(l- 2cosqg+cos® g)+9sin®q dq =
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=12 X n=sin—=dq =
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= 24¢- cos—=+; =24.
&2,

b)
L’equacio polar de la circumferéncia és r = - 6cosq, gl [O,p].
L'area és:
2 b &0
2@96(3 - 3cosq)’dq- G (- 6cosf )2 dg= = gp.
§2& w2
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82.- Siga la funcié f(x) =Inx.

a) Determineu la longitud d’arc de la corba entre x = 1, X = E.
2 2
b) Determineu I'area de la corba afitada per I'eix OX i les rectes x :%, X =§.
Oposicions Andalusia 2006.
Solucié: “
La funcié y =Inx és creixent en el seu domini J0,+¥
f(2) =0 és el seu Unic punt de tall amb I'eix d’abscisses. 1
a) La longitud d’arc és:

J— (?Fdx

N S
l+7dX—OTdX—

Efectuant el canvi t2 =1+ x?, dx = —dt

M|Q\w’|w

ge -1 190 .
= fl+ 2+ 2 gr=t+ 1Int—1+C 1+x? +—|n -1,
t+1 t' : 2 t+ "1+X +1
a
3
3 & / 2 _ q|o02
G 1+i2dx=‘?1/1+x2 NEIN AR Ve
2l X 2 WL+x? + gy
2
_13 J_ 49 5 l 25 - 40
J_3+4 2 J§+4

b) L’area afitada per la corba és:

1 =
—@Inxdx+ Inx dx .
¢ 8]

Integrant per parts, (§1x dx = x(- 1+Inx)+C.

3
@Inx dx + (j Inx dx = - (x( 1+In(x))]1 (x( 1+ In(x))]2 =In f(:

2
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83.- Calculeu I'area limitada pel bucle de la corba y(x? +y?)- (x? - y?)=0.

Oposicions de Galicia 2006.

Solucio:
La corba és I'esferoide.
Determinem la seua equacio en forma polar:

1 X =?xc0s?

Siga | _ . Substituint en I'equacio:
1y =?sin?
?23sin? - 22 cos2?
Simplificant:
cos2? N
?= , gl |0,
sin? a [ p]
11
2 1 2
~ ép 3pu
El bucle el recorre quan ql 2~,—.
&' 4t
L'area és:
3p
1
5@4 rqu
4
2 2 2
;2 :co.322q _@- 2.SI£1 a)° _ 1 Acos? q
sin“q sin“q sin“q
¢y °dg = osmizq 4cos® qdq =-ctgq - 2q- sin2q
3p 3p
1 \T 2 1 . e 1
=@ rdg==(- ctgq- 2gq- sin2q)|? ==(4- p).
20 1 > (- ctoa- 2q Q)]Zp S@-n)
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84.- Es defineix la funcié periodica de periode 1, que en [0]{ ve definida per

f(x) = 2x* +bx? +cx. Estudieu la seua derivabilitat.
Oposicions Asturies 2006.

Solucio:

Determinem b i c:

f(0) =0, aleshores, f(1) =f(2)=f(0)=0
Sif(1) =0

lim £(x) = lim (2(x - 2 +b(x - D? +¢c(x- 1))=0
x® 1 x®1*

A fi que la funcio siga continua en x =1:
2+b+c=0.

Sif(2)=0

lim f(x) = lim (2x +bx? +cx) =16+ 4b+2c.

X® 2" X® 27

im_ () = |gg+(2(x - 2) +b(x- D2 +c(x- 1)=0

A fi que la funcio siga continuaen x=2:
16 +4b+2c =0.

Resolent el sistema:
jb+c=-2 jb=-6
12b+c=-8"{c=4
Podem definir la funcio:

f(x) ={2(x - n)? - 6(x- )2 +4(n- x)/ xi [nn+1, ni z}

La funcié és continua en R.

La funcio és derivable en R - Z per ser una funcio polinomica.

, en aquest cas la funcié és continuaen x =12

Siga nl Z.
) 3_ ap2
f = lim f(n+h)- f(n) - Im 2h° - 6h“ +4h —4
" heo h h®0*
R 3 _ 2
= Jim f(n+h) - f(n) - Im 2(h+2° - 6(h+2)° +4h+1) _
" eo h h®0"* h

Aleshores la funcié no és derivable quan ni Z.

05
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2
-1+ x+x2Q

ﬂdx.
X241+ x + x?2

85.- Calculeu la integral ¢y
Oposicions Galicia 2006.

Solucio:

Efectuem el canvi v1+x+x? =x +t.

2.1 2(-t2+t-1
e PO Gl Sl

T1-2t] (1- 2t)2
Efectuant el canvi:

.2
- 20
Nl IR B0 G R
0 X2'\,1+X+X2 OXZ(X+t) (1_ 2t)2

.2

& t'-1 0
N e
O 16m-1 o (20

TR TRE TR
_ J(t% - 3t+2)%2(- t? +t- 1)dt:
(t2 - D?(-t% +t- 1)
(1- 2t)°
W 2At-2)2

~Or+p2a- 20 =

Calculant la integral racional:

= - Inf2t- 1- %1+C:

Desfent el canvi:

5 6
:-In‘2§/1+x+x2-x9-4- +C.
2 J1+x+x% - x+1
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86.- Siga f(x) una funcié que admet derivades fins I'ordre 3. Calculeu:
1 f(x) f(x +h)

E= t[igwo—4 1 f(x+h) f(x+2h). Oposicions Galicia 2006.
1 f(x+2h) f(x+3h)

Solucio:

Restantala 22la 12i a la fila 32 fila la 22;
1 f(x) f(x +h) 1 f(x) f(x +h)

E= Liénoh—41 f(x+h) f(x+2h)|= Ll’(%noh—4 0 f(x +h)- f(x) f(x +2h) - f(x +h)| =
1 f(x+2h) f(x+3h) 0 f(x+2h)- f(x+h) f(x+3h)- f(x+2h)

Dividint la 22 i 32 fila per h:

1 f(x) f(x+h)
iy fx+h)- f(x)  fox+2n)- f(x+hy|
" heo pZ h n )
o fOcHan) - f(crh) f(x+3n)- f(c+ 2h)

h h
Calculant limits:

1 f(x) f(x +h)
= |I'mi0 f'(x) f'(x+h)|=
h®0o h2
0 f'(x+h) f'(x+2h)
Restant a la 32 fila la segona:
1 f(x) f(x +h)
=I|'mi0 f'(x) f'(x+h) =
0 f'(x+h)-f(x) f'(x+2h)- f'(x+h)
Dividint la 32 fila per h:

1 f(x) f(x +h)
- lim X|o F(x) f'(x +h) =
“®°h0 f'(x+h)- f'(x) f'(x+2h)- f'(x+h)

h h |

Calculant limits:
1 f(x) f(x+h)
0 f'(x) f'(x+h)=
0 f"(x) f"(x+h)
Restant a la 32 columna la 22
1 f(x) f(x+h)- f(x)
1O f'(x) f'(x+h)- f'(x)|=
0 f'(x) f'(x+h)- f"(x)
Dividint la 32 columna per h:
1 f(x) f(x +hr3 - f(x)
= ml0 (x) fix+h)- F(x)| _

h®0 h

f*(x +h)- f'(x)

h

0 f(x)
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Calculant limits:

1 f(x) f'(x)
0 f'(x) f'(x)
0 f'(x) f"'(x)

= f'(x) 5" (x) - ("))

= lim
h®0
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87.- Determineu la condicio necessaria i suficient que ha de complir la base a d’'un
sistema de logaritmes a fi que en aquest sistema existesca, almenys un nombre igual
al seu logaritme.

Oposicions Castella la Manxa 2006.

Solucio:
Per a ser una base de logaritmes a>0, a ! 1.
Considerem la funcio:

f(x) =log,(x)- x = In - X.
Ina
El domini d’aquest funcié f(x) és ]0,+¥ . Es continua i derivable en el seu domini:
1 -1
f'(x)= -1 f'(x) =
0 xxna () = x* Ana’

Suposem O <a<1.

lim f +¥ . lim f(x)=-¥ .
Iim, (x) = Jim, (x)

Notem que en el seu domini f'(x) = )41 - 1< 0. Lafunci6 és decreixent.
x3n a
Aleshores existeix un Unic punt x tal que f(x) =0, és a dir:
log,(x) =x.
Suposem a >1
I 100 =¥ Jim 109 =-
f'(x)=0
! - xziT]O,+¥[. f" %= ina<o0
x¥n a Ina §| ;

1 ., L. .,
Aleshores, x = =ra és el maxim de la funcio.
na

s : u 1€ . uil
La funcio és creixent en ,;p,l—é, I s decreixent en ul_ +¥ 5
n a..
u e

('D(P) [N

@1 0_-In(lna)-1
na;  Ina

In(lna)=-1siinoméssi a=e®
Sia=e® lafuncio f(x) té un Unic punt x =e tal que f(x) =0
o -In(lna)- 1

Ina
negativa, aleshores no té punts de tall.

Sia>e® , aleshores fg el <0. Aleshores la funcié f(x) és definida

o -In(lna)-1
Ina
de tall. Aleshores tindria dues solucions.

Sil<a<e® , aleshores fgl el > 0. Aleshores la funcié f(x) té 2 punts
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88.- Si f:[- 1] ® R és una funcié parella i continua i si a és un nombre real positiu

Jd f(x) _d
all, proveu que le—ldx = Qf(x)dx .
a +

X -
Calculeu N e -1 dx Oposicions Balears 2006.
Q, [L+exx2 +1)

Solucié:
Per ser parella f(x) = f(- x) . Per substitucio:

1) st E(-t) 4 4 ()
——_dx = ——(-Ddt=n ——dt=n ——dx.
11+a* | Q 1+a't( ) 011+a't 11+a™%

= -t

dx = -dt
J f(x) leed f(x) G f() L0 li® 160, _
dx == dx+ ) ——dx+== X =
Q7+ 2%011+a Qg 201§( )9 1+a ™" gy
-1‘f dx =2 28f(x)dx = F(x)d
—Eol x) x—E Q (X) X—Q (x)dx.
oe*-1 et -x? o o xi-1
(‘1+ex)(x2+1) 1+e* x%+1 (1+e>‘)(x2 +1)
Ol—d‘ © —dx = +C
+e
X2
A = (yl- ﬂx X - arctgx +C
241 C§ x? +1g J
ox%-1 L . -
f(x) = és una funci6 continua i parella x1 [- 11]
X
d x? -1 Ix%-1
01(1+ex Rx2+1jdx_Q 2+1 o
Ox—dx— T+ ﬂx—x 2arctg(x) +C.
241 c% 1+ x? 9x)
Aleshores:
! e*-1 Jgoer d \1-x20| g o x%-1 q
X = X + X+ O v vdx
Q, [+ e sz +1s Q.75 ¢x Q%241 Q(1+ex)(x2 +1)
1
=Gn|1+e")]_l+(-x+arctg(x)]1 (x - 2arctgx(x))s =
= (In(1+e)- In(1+e'1))+§ 1+P. gi PR, gi 2P _02=0.
4 ¢ 4gge 4 g )
També s’hauria pogut fer demostrant que la funcio
X . 1
= és imparella i aleshores @ g(x)dx =0.
9(x) T Y p Q,9()
1 o
o(-X) = o e S =-a.
(1+e )(( x)2+1 9(x +1) 1+e )(x +1)
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89.- Siga f :[0]] ® R una funcié continua en el tancat [01] i derivable en el obert ]0;
amb f(0) =0 i f(2) =1. Demostreu que per a tot nombre natural n3 1 es verifica que
existeixen n nombres naturals ¢,, amb 0<q, <q, <.... <q, <1 tals que:

n=4 (@)
Opogilcions Marcia 2006.
Solucio:
Dividim linterval [01] en n intervals disjunts, g_l i; i=12,...n.
La funcio f(x) és continua en ST | derivable en é— nlg aleshores compleix les
hipotesis del teorema de Lagrange, per tant:

. _ faeLQ_ fge'_lg
$q, ﬁ"T,lngtal que =12 ; T 2=t(q)

n

Notemque 0<q, <(q, <....<q, <1.

—--f—-+=f
genzg 7 ()
2 ———f—;*-nf
ange, e ar

n(f() - £(0))= & ' (a)

i=1

n=8 f(a)-

i=1
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90.- Una parabola te el focus en el punt F(2,2) iles tangent a 0X en el punt P(4,0) ia
OY en el punt Q(0,4) . Calculeu el volum engendrat pel segment parabolic determinat

per dita parabola i la corda PQ al girar al voltant del I'eix OX.
Oposicions Andalusia 2000.

Solucio:

d(P,F) = d(Q,F) =+/8.

Aleshores els punts P i Q son simeétrics respecte de I'eix de simetria de la parabola.
El eix de simetria de la parabola és perpendicular a la directriu de la parabola.

El pendent de la recta que passa pels punts P, Q és - 1.
La recta que passa pels punts P i Q té equacio: ¥
y=-x+4.

Aleshores el pendent de la directriu és - 1.
La recta directriu té equacio:

rey=-x+n

Determinem n:

d(P,F) =d(P,r) §

ng 2+2-n
2

n? - 8n=0. La soluci6 de I'equaci6é és n=0, 8 _ 1

. Elevant al quadrat i simplificant:

—

Si n =8 els eixos de coordenades serien secants a la
parabola.

Aleshores, n=0.

Determinem I'equacio de la parabola:

Siga M(x,y) un punt qualsevol de la parabola, d(M,F) = d(Mr):

Jx- 2 +(y- 2)? = ngy

x? +y?-2xy- 8x-8y+16 =0.
Aillant la incognita y:
y=X+4%4x.

elevant al quadrat:

La part de I'arc de parabola que pertany a la zona afitada pel segment PQ és:
y=x+4-4Jx, x1 [04]

el volum engendrat pel segment parabolic determinat per dita parabola i la corda PQ
al girar al voltant del I'eix OX és el volum de revolucio de larecta y =-x +4 menys el

volum de revolucié de la parabola y = x + 4- 44/x, en linterval x1 [0,4]

N N 2 256
V= pq( X + 4)%dx - pq(x+4- 4«/;) dx =oP



