1. Determineu les longituds dels costats de tots els triangles rectangles amb costats de
longitud entera, als quals es pot inscriure un cercle de radi 6.

Solucio:
Signi A BC' un triangle que compleix les condicions del problema. Siguin a la hipotenusa
ibicels catets.

Els punts de tangéncia de le circumferéncia amb els catets & 1 ¢ els divideixen, respectiva-
ment, en segments de longitud 61 b—6,16 1 c—6. Perd com que les tangents tirades a un
cercle des d'un punt sdn iguals, la hipotenusa a queda dividida pel punt de tangéneia amb
la circumferéncia en segments de longitud & — 6 1 ¢ — 6. Aixd 1 el teorema de Pitagoras
donen les equacions:

a=b+4rc—12
a?=5h? 4 o2
Tenim:
(b+c—12)% =b* 4+ 2be — 24b+ * — e+ 144 = b* ¢
o sigui

be — 126 — 12472 =10
i, després d'algunes manipulacions,
72

bh=12
+c:—12

Si e és enter, b ho és (1 també a) sl ¢ — 12|72, Com que la construceié geométrica obliga
aque c > 121 els divisors positius de 72 son

1,2.3.4,6,8,0,12,18 24, 36,72
obtenim els possibles valors de o

13.14,15,16.18,20,21. 24, 30, 36, 48, 84

Els triangles que compleixen la condicid tenen, dones, costats de longituds:
[85.84,13]. [50,48,14], [39.36,15]

[34.30,16]. [30,24,18], [20,21.20]



2.-

a) Demostreu que el nombre de cares d’'un poliedre convex que tenen un nombre
imparell de costats és parell.

b) Demostreu que la suma dels angles de totes les cares d’'un poliedre convex és

n>x360° amb n enter.

Solucio:

a) Siag és el nombre de cares amb R costats 1 el nombre d’arestes del poliedre és 4, es
té:
24 = 3as + day + ... + nay,

que, modul 2, déna:

0=as+as+ar+...

b) La suma dels angles és
S=180°(azg +2a4 + ...+ (n— 2)ay)

i, pel que hem vist a a), el nombre entre paréntesis és parell



3.- En un triangle, el radi de la circumferéncia circumscrita és R. Es tracen tres rectes
tangents a la circumferéncia inscrita i paral-leles als costats, que formen tres triangles
més petits en els vertex del triangle com es veu a la figura.

B

A
Si els radis de les circumferéncies circumscrites dels tres triangles petits son
R,.Rgz, R, demostreuque R=R, +Rg +R

Solucio:

-(Veure figura) DX = DY, EY = EZ, ete, de manera que obrint els costats interiors dels
triangles petits recobrim tot el perimetre del gros, d'on p(ADJ)+ p(BEF)+ p(CGH) =
p(ABC) =: p. Com que

LADT ~ AABC amb rad de semblanca  ry,
MAEBF ~ AABC amb rad de semblanca g,

AHGC ~ AABC amb rad de semblanca s,

tenim
mp+rep+ragp=p=r1r1+imp+r3=1
— '1'1}? +':'2}?+'r'3}? =R
— R4+ Rp+ Fc=R.




4.- Un tetraedre compleix que, per a cada vertex, la suma dels cosinus dels angles
diedres de les tres arestes adjacents és 1. Demostreu que els diedres d’arestes
oposades son iguals.

Solucio:
-Signi oy I'angle diedre de 'arvesta A; Ay (o = agg) 1 . = cos ayy. Tenim

ri12 + 13+ r14
Irio + I'og —|— Tog
13 + Loz + g4
T4 + T4 + gy

=

Sumant, 2(zya + x93 + 14 + Tog + oy + r34) = 4, 1 d'aqui x93 + woy + w3y = 1. Que junt
amb w9 + wog + roy = 1 ddna xio = xay, amb gy + wroq + r3y = 1 ddna arqy = wog i amb
T3+ rog + agq = 1 déna dI13 = oy, D’on resulta k]9 = (¥gq4, k14 = (ko9 i r]q = a4,



5.- Hi ha dos triangles rectangles no semblants, cada un dels quals té un costat igual al
costat d'un triangle equilater i 'area a vegades I'area d’aquest triangle equilater. Quée
podem dir del nombre a .

Solucio:

En aquestes condicions hi ha d’haver un triangle amb un catet igual al costat del triangle
equiliter i un triangle amb la hipotenusa igual al costat del triangle equilater.

o1 el triangle equilater té costat £ 1 AB = ¢, aleshores BC = n-\fﬁf;.f? 1 perque existeixi

C" ha de ser _

a3
2

-

Vo

~. ‘ [y
]

£ . .
{ < 5 osigui a <

Es clar que els triangles ABC 1 ABC' no sén semblants.



6.- Un diposit conic amb el vertex a la part inferior, d’altura h i angle en el vertex

2a <[, és ple d'aigua fins a vessar. S’introdueix al diposit, amb compte, una esfera de
radi r més densa que l'aigua. Dibuixeu la grafica de la funcié que expressa, en funcio
de r >0, el volum d'aigua que es vessara. En particular, determineu el valor de r per al
gual sera meés gran el mullader.

Nota: El volum d’un casquet esferic (cada una de les parts en que un pla divideix una

esfera és igual a pa? § %9 onr és el radi de I'esfera i a I'altura del casquet
e a

(O£af2r).

Solucio:

Indicarem per V(r) el volum d’aigua que es vessa en funcié del radi » de 'esfera. Cal
analitzar els diversos tipus de posicions que pot tenir 'esfera, en funcio del radi », quan
estd en contacte amb el recipient conic.
5i el radi de l'estera és prou petit (figura 1 ), aquesta quedard totalment submergida en
el recipient. Podem augmentar el radi mantenint aquesta situacid, fins que l'esfera sigui
tangent a la superticie de I'aigua. El radi corresponent s’anomenara iy.
1 _ sino
= h—.

14 sinea

sina =
h—ry

En aquest cas 'aigua vessada és el volum de 'esfera.

Vir)=W(r)= g?ﬁ"g. 0<r<r.
Observem que es tracta duna ciibica en r.

Si el radi és més gran que rq, aleshores té una part que queda fora de 'aigua. Cal encara
distingir dues situacions diferents: en la primera, l'esfera és tangent al recipient (figura
2 ), i en la segona, el radi ja és prou gran perqueé l'esfera toqui la vora superior del
diposit, perd no tangencialment (figura 3 ). El radi r; frontera entre les dues situacions
esmentades correspondra a una esfera tangent al diposit, amb tangeéncia justament a la
vora superior.
h sin o

tana = h

g = glana = 5
COS ¥ COS< v

Si el radi + de l'esfera esta comprés entre ry i 7, el volum de I'aigua vessada és el volum
del casquet esferic submergit. L'altura del casquet submergit és

a=alr)=h—-b=h-— ( = r)
S1I1 v

Aixi dones, el volum d’aigua vessada sera

T-"'[r‘) — T":Z'i"":' — -'TlinI:J‘Iljlz(q- _ i E;:')

sl < T = Tra.

El volum vessat finalment resulta

'["_2[1'} = .—I

(h B r(l — sina) )2 (1‘[1 + 2sin o) B h)
3

sin v sin e

En aquest cas també es tracta d'una funeid ciibica de r.



Fig.2.
Fig.1. Fig.3.

Com hem dit abans, si r > ra, l'esfera deixa de ser tangent al con 1 en aguest cas 'altura
del casquet submergit és

a=a(r)=r—vr-R?=
a
=r—vr?2 - h2tan-a

Per tant, el volum d'aigua vessada és

Vir) = '[.»'3{,',.] — -'I_|:E1|:I‘:I:I2 (I‘ . t‘aE} ) _
2 —_—
(1' —4/r2 — hZtan? n) (2?' ++'72 — hZtan® n)

=
i

T3

La funecid V3(r) ja no és una cibica, com en els casos anteriors. El limit d’aquesta funcid
quan r — oo és 0, cosa que es dedueix apellant a la intulcio fisica, 1 també calculant
directament a la férmula. La funcié V(r) esti definida en tres trams (figura 4 ), tal com
hem dit.

Al primer, de 0 a ry, Vi(r) és creixent amb r. Al tercer, de vy a 400, Vi(r) és decreixent
amb 7. Per tant, 'extrem, cas que hi sigui, només cal buscar-lo a 'interval [ry,73] on la

fe s - . ssoTr 2
funcié és V3(r). Derivant 'expressid 15(r) = wia(r)) (?' = %i) resulta

V(r) = ma(s )[ (2r — a(r))a (:I':|+n(;l-:|}

que g'anultla si a(r) =0, és a dir, sir = hﬂ;ﬁ = rg i queda fora de 'interval [r1,72]; o
1jé Si i Iy ' LAY I N\
0= (2r —a(r))a’(r)4+alr)=2ra(r)+ (1 —a(r)) =
1 1
= — [1‘(251'11 a—1— — ) + h}
sin oy

2111




és a dir, si
sin cx
r=r.=h

(1 —sinaj(l 4+ 2sina)

Notem que v < r. < r2 1 que 7. és un punt de maxim perqueée és el primer dels dos punts
critics d'una cibica V2(r) amb el coeficient del terme de grau tres positiu.

V(r)

Fig.4.



7.- Un rectangle de costats 20cm i 15cm té un vértex situat en el centre d’'un
circumferéncia i el vértex oposat situat sobre la circumferéncia. Calculeu la longitud de
la corda que passa pels altres dos vertex del rectangle.

Solucio:

Posem AD = 15; AB = 20. Pel teorema de Pitagores es dedueix de seguida que el radi
del cercle és AC = 25.

2.1.— Solucio 1:

En el triangle rectangle BAD, el segment AF és laltura sobre la hipotenusa,
que fa 25 perqué és igual al radi del cercle. Calculant I'area del triangle ABD
ens surt PA-BD = AD-AB, d'on PA =20-15/25 = 12. La meitat de la corda

buscada, PN, es pot calcular pel teorema de Pitagores en el triangle rectangle
PAN. Surt PN = /481 i obtenim que la corda MN = 2+/481.




2.2.—Solucio 2:

Posem DN = z, MB = y. 5i calculem la poténcia del punt I} respecte
de la circumferencia fent servir la corda MN i la que perllonga el costat AD,
tindrem y(x+25) = 10-40. Semblantment, per a la poténcia del punt B tindrem
y(lr+ 25) = 4 - 45. Si resolem el sistema format per aquestes dues equacions
trobem = = 481 — 9 ; y = /481 — 16, i d'aqui, MN = = 4+ y + 25 = 24/481.



8.-

a) Demostreu que, en qualsevol triangle, el perimetre del triangle, P, I'area del triangle,
Ai el radi R del cercle inscrit satisfan, RP = 2A .

b) D’entre tots els triangles de base 1 i altura 1, determineu quin té el cercle inscrit
d’area maxima i calculeu I'area d’aquest cercle.

Solucio:

a) S1 unim amb segments l'incentre del triangle a cadascun dels vertexs, es formen
tres triangles. Tots ells tenen altura R i les seves bases respectives son les longituds
dels costats del triangle, que anomenarem X, Y i Z. Per tant, I'area del triangle
gran és igual a

S R | 1
A=zR- X+;RY+5R Z=3R-P.

1
2
Aquest resultat es fa servir per resoldre la segona part del problemas:

b) D’entre tots els triangles de base 1 1 altura 1, el que té el cercle inscrit d'area
maxima és el que té el radi K maxim, i per tant és el de perimetre minim, ja que

R-P=24A=1.

El triangle de base 1 1 altura 1 que té el perimetre minim és l'isdsceles. En efecte,
si A 1 B 26n els véertexs de la base 1 tracem la recta » parallela a distinecia 1,
el tercer vertex estard sobre r. Si B’ és el simétric de B respecte de r, la suma
de distancies P4 4+ PE d'un punt P qualsevol de la recta als punts 4 i B és
PA4+PEBE=PA+PE < AB'. Per tant el minim s’assolira al punt €' d'interseccid
del AB’ amb la recta r. El triangle A BC resulta isdseceles.

B

Vist aixd, el perimetre del triangle isbsceles de base 11 altura 1 és 1+ /5. La
relacié R - P =1 ens ddna el radi B i resulta que 'area 7R? del cercle és igual

l ™ (3 — vg)

a

[ o]



9.- Esbrineu per a quins punts de I'eix d’una parabola es poden tracar el maxim
nombre possible de normals a la parabola. Comproveu que la distancia d’aquests
punts al vertex és més gran que la distancia d’aquests punts als peus de les altres
normals.

Solucio:

S1 y = ax® és la parabola, consideri’s un punt (rg,axy) d’aquesta. La normal per
aquest punt talla 'eix d’ordenades en el punt (0,ax? + 1/2a). Aixi, doncs, pels punts
(0,y) amb y > 1/2a es poden tragar tres normals. La longitud dels segments normals
“no verticals” és

2

/ 1
| 2
\I} ‘?'D —+ 4{12
i ara només cal provar que
[ 72 + L < ard + i

que es demostra elevant al quadrat.



D
10.- Siga ABC un triangle.
a) Determineu els punts P del pla que compleixen:
area(PAB) = area(PBC) = area(PCA) Q)
b) Siga P un punt interior del triangle que compleix (1), siguen P,,P,,P, els punts

D D D
interiors als triangles PBC,PCA,PAB en les mateixes condicions. Determineu l'area

D D
del triangle P,P,P, en funcio de l'area del triangle ABC.

Solucio:
Un triangle divideix el pla en 7 regions: una fitada Z (interna), i sis no fitades, tres de
tipus R 1 tres de tipus S. (figura 1)

A les regions de tipus R no hi pot haver cap punt que compleixi la propietat ja que
Area(PACY) < Area(PAB). (fignra 2 )

Busquem els punts de les regions S. Els triangles PAEB i PAC tenen la mateixa base
PA ila mateixa area. Per tant, han de tenir la mateixa altura i aixo exigeix que la
recta PA sigui parallela a la recta BC'.

Analogament, la recta PC ha de ser parallela a la AB, i el punt P és quart el vértex
d’un parallelogram que té els altres tres vertexs a A, B i C. (figura 3 1ifigura 4 )

Sigui P un punt interior que Lomp]cml la condicié, i M el punt nntJa de BC. Es
compleix que Area(PCM) = Area(PM B), i com que, per hipbtesi és Area(PAC) =

Fig.2.

Fig.1.

Fig.3. Fig.4.
ﬁu‘ea( FPARB) resulta que

B B B . 1.
Area(PAC) + Area(PCM) = Area( PAB) 4 Area(PMB) = EArea(.r-‘le‘].



Per altra banda,

Area(ACM) = Area(ABM) = E_irea(_q BC)

1 per tant P ha d’estar sobre la mitjana AM, 1 en conseqiéencia, P ha de ser el baricentre
de ABC. (figura 5 )

Figs. Fig 6.

Tenim les igualtats de segments: PPy = 2/3PM = 2/9AM, perd com que AP =
2/3AM resulta PPy = 1/3PA. El triangle Py PpFPe és homotétic del ABC amb
centre P 1 rad —%. Per tant Area( Py PpFP-) = %Area(z—‘lB{“j. (figura 6 ).



11.- Trobeu el centre i el radi de la circumferencia que intercepta sobre cada costat
d’un triangle donat segments iguals al radi.

Solucio:

‘Suposem el problema resolt i considerem la circumferencia solucid de centre I i radi r.
Els triangles M NI, QIP i RSI sén equilaters i iguals. Les altures d'aquests triangles
també seran iguals. Per tant el punt I equidista dels tres costats i és l'incentre del
triangle. Tragant per I una perpendicular al costat BC' i rectes a cada costat que
formin amb ella angles de 30° obtindrem els triangles equiliters buscats.

A




12. Donat un segment AB de longitud 8m, trobeu el lloc geométric dels baricentres
dels triangles de base AB, els perimetres dels quals amida 18m.

Solucio:

—-Si C és el vertex del triangle ABC', ha de ser AC' 4+ BC = 10 i el lloc geomeétric de
' és una ellipse de focus 4 i B. Del punt mitja del segment AB diguem-ne O i del
baricentre del triangle ABC' diguem-ne . Com que OG = %OC’, resulta que G esta

en l'ellipse homotética de 'anterior en I'homotécia de centre O 1 rad %

També podem calcular analiticament. Posem els eixos de coordenades als eixos de
I'ellipse. Les coordenades de C' son (Z,7) i les de & son (x, ). L'homotécia esmentada

abans ens diu que » = 7/3, y = /3. L'ellipse lloc geometric de C' té semieix major
a = 5, distancia focal ¢ = 4 i semieix menor b = v/a? — ¢2 = 3. L'equacié d’aquesta
ellipse sera
= P
259
Substituint els valors de =, y queda

=1

9z 0y? . x? =1

25 T %
25 9 5

” - =’ - . = ' B
que ¢és l'equacio d'una ellipse de centre O i semieixos 3 i 1.



13.- Comproveu que la suma de distancies dels dos extrems d’'un diametre d’'una
circumferéncia a una tangent qualsevol de la circumferéncia és constant.

Solucio:

Primera solucid.

La suma de distancies demanades és
constant 1 ignal al diimetre. Pel teo-
rema de Tales tenim

T ztr x -+ 2r

EA- r T~ FB

51 sumem antecedent 1 consequents, la
rad que surt €s igual a les raons que
formen la proporcid:

r+r r T+ 2dr 2r 4 2r
r EA FB FEA4FB
. . . A 2x 4 2r
1=l ara igualem la primera 1 1"iltima queda FA 4+ FB = T?' = 2r.
r+r

Segona solucid,

51 es dibuixen els simétrics respecte del centre dels punts de la fisura anterior, es veu

directament el valor de la suma demanada.




