Ricard Peir6 i Estruch

1.- Determineu els angles del rombe, si I'area del cercle inscrit en ells és dues vegades
menor que la del rombe.
Shariguin 1114.

Solucié: P
Siga PQRS el rombe de centre O.

Siga D =PR, d =QS les diagonals del rombe:

Siga r el radi de la circumferéncia inscrita al rombe.
Siga M el punt de tangéncia de la circumferéncia i el
costat PR. Il

Per hipotesi I'area del cercle inscrit en ells és dues
vegades menor que la del rombe, aleshores:

2 =
I
D_d =2pr2. LL = i i
2 Dd 4p
Siga a =bQPS angle del rombe.
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle PMO :
sin2 :ﬂ. cos2 :ﬁ. Aleshores, — = lsini, R
2 D 2 d 2
r_1 a
— =_Cc0oS—.
d 2 2
1. a1l a_1
=—sin—x=cos—=—.
222 4p
a_l a_2
2sin—x=Ccos— =—.
2 2 p
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2.- Determineu l'area de la part comuna de dos quadrats, si cadascun d’ells té el costat
igual a a i el segon s’obté girant el primer al voltant del vertex un angle de 45°.
Shariguin 1115

Solucio:

Siguen els quadrats ABCD, AEFG. :
Siga P el punt d’'intersecci6 dels dos quadrats.
[0}
Per simetria BDAP = 42 : D p
o np (o]
g2 D g 3o =241,
2 AD 2 G E
DP = (JE - 1)a.

L’area de la part comuna al dos quadrat és el doble

D
de I'area del triangle rectangle ADP .

s:zADfpz(ﬁ-l)az. :
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3.- Certa recta té un punt de tangéncia M en una circumferéncia de radi r. En aguesta

recta, a ambdds costats del put M s’agafen els punt A, B de forma que MA =MB =a.

Determineu el radi de la circumferencia que passa per Ai B i és tangent a la
circumferencia donada..

Shariguin 168.
Solucio: .
Siga C el punt de tangencia de les dues circumferéncies.

C és el punt mig de 'arc AB.

- D
CM = 2r . Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AMC :
AC =+4r? +a? .

Siga a =bBCAM. sina = 2r

\Jar? +a?

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:

AC D
'_A‘—C = 2R on R és el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.
sina
Jar? +a’®

2r
Var? +a?
4r? +a’
T

= 2R . Aillant R de la relacio:

R =
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4.- Siga el quadrat ABCD de costat a. Determineu la distancia entre el punt mig K del
segment AM on M és el punt mig del costat BC, i el punt N del costat CD tal que
CN:ND =3:1.

Shariguin 170.

Solucio:

- - S M 2l
Si CN:ND =3:1, aleshores, DNzia, CN=%a. D

Siga la recta r perpendicular al costat AB que passa per K.
La rectar talla el costat AB en el punt P i al costat CD en el

punt Q. fyl
D D
Els triangles APK , ABM so6n semblants i de ra6 1:2. /

1— la_1

Aleshores, PK ==BM==-Z=23
2 22 4
_ 3 A P B
KQ=a- —=—a
Q 4 4
— 1
NQ =Z=a
Q 4

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle NQK :

WK =NQ' +KQ" = [ Lo+ 2o _i10

16 4
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5.- En un rectangle de costats 8 i 7 determineu el costat del triangle equilater que té un
vertex en un dels vertexs del rectangle i els altres dos vertexs en els costats que no

contenen al primer vertex.
Shariguin 1144.

Solucio:
Siga el rectangle ABCD AB=8, BC=7.

D
Siga el triangle equilater APQ inscrit en el
rectangle ABCD, AP =a.
Siga a =bPAB . BDDAQ =30°-a.
Aplicant raons trigonométriques als triangles

D D
PAB, QDA respectivament:

/ 2
cosazg, sinaza—64

a a

. . 7
cos 30°cosa +sin30°sina = —.
a

V38, 14a’-64 _7
2a 2 a a

. cos(30°-a) = ’ :
a

] Ll

A,

843 ++/a’ - 64 =14 . Resolent l'equacit: a =24/113 - 5643 .



Ricard Peir6 i Estruch

6.- Siguen dues circumferencies concentriques de radis R, r (R>r) i centre comu O.
Una tercera circumferencia és tangent a les dues primeres. Determineu la tangent de
I'angle que formen les tangents des del punt O a la tercera circumferencia.

Shariguin 1105.

Solucié:
Siga s el radi de la tercera circumferéncia,

R-r
S=——.

2

Siga Q el centre de la tercera circumferénciai T el
punt de tangencia d’'una recta tangent a la tercera
circumferéncia que passa pel punt O.

D
OTQ és un triangle rectangle, T =90°.
Siga a =bBTOQ.
00=0P+pPQ=r+R-T-R*T

2 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle OTQ :

.2
OTz\/EER”9 B
e 2 g é2 g

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle OTQ:
T
tga = _Q

0Q 2J_

L’angle que formen les dues tangents és 2a :

2R—r
2Rr _ (R-nJRr

aER-r " B6Rr- R2- 12

O
2JRr

tg2a =

1-
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7.- En una circumferéncia de radi R estan dibuixades dues cordes MN , PQ ,

perpendiculars. Determineu la distancia entre els punts M i N si @ —a.
Shariguin 1110.

Solucio:
Siga | la interseccio de les cordes MN, PQ. M 0
900= ppiM = PMF QN

Siga lI'arc PM =a , aleshores I'arc NQ =180°-a .

DPNM =%, DQPN =90°- %, per ser angles inscrits.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle QPN:

.2
;__ZZR, cos%z%, sin%: 1- ge%Q .
sin@90°- ag et o
e 2g
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle PMN :
PM
—=2R.
. a
sin—
2

Aleshores, PM = +/4R? - a2 .
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8.- Determineu la suma de les distancies al quadrat des del punt M, situat en el
diametre d’'una circumferéncia, fins als extrems de qualsevol corda paral-lela al
diametre, si la distancia del punt M al centre és a.

Shariguin 183.

Solucﬁ . o
Siga PQ el diametre de la circumferéncia. Siga AB una

corda parallelaa PQ.

Siga O el centre de la circumferéncia. a = OM.

Siga a =bBOM, DAOP =a, bAOM=180°a . F o bl I

Aplicant el teorema del cosinus al triangle BSM:

MB® =R? +a? - 2Raxcosa.

Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABM ;

MA® =R? + a? - 2Raxcos(180°- a)

Aleshores,

MA® +MB” =R? +a? + 2Raxcosa +R? +a? - 2Raxcosa = Z(R2 +a2).
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9.- Demostreu que tres segments de longituds a,b,c >0 formen un triangle si i només

si pa? +qgb? > pqc? per a qualsevol reals p, g tal que p+q=1.
Lidski 106.

Solucio:
)
la+b-c>0
a, b, c formen un triangle si :'a -b+c>0
[-a+b+c>0
Siga p+q=1,
pa® +gb? - pac? =pa’ +(1- p)b? - p(1- p)c? =c?p? +(@® - b? - c®)p+b?.
Siga f(p) =c?p? +(a®- b? - c?)p +b?2.

Aquesta funcio és una parabola de coeficient de segon grau positiu.
La parabola és positiva si el discriminant €s menor que zero:

(a2 - b2 - 02)2 - 4¢? <0.

(a2 - b%-c? +2bc)(a2 -b?2-c?- 2bc)<0.
(a2- (- c)2)a? - (b +c)?)<o0.
(a+b-c)a-b+c)a+b+c)(a- b-c)<0.

(a+b-c)a-b+c)a+tb+c)-a+b+c)>0.

La qual cosa és certa.
(©)

Si pa? +qb? >pqc?, peratot p+q=1.
Tenimque, (a+b-c)@-b+c)(a+b+c)(-a+b+c)>0.
Com a,b,c >0, (a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c)>0.

Si els tres factors sén positius, aleshores tenim les tres desigualtats triangulars i per
tant podriem construir un triangle.

Si tenim dos factors negatius i un de positiu, per exemple:
la+b-c<0

%a-b+c<0

{_a+b+c>0

Sumant les dues primeres inequacions:
2a <0, la qual cosa contradiu que a>0.
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- D
10.- Siga AD l'altura del triangle ABC i H l'ortocentre. Demostreu que
DC DB = AD xDH .
Gusiev 51.

Solucio:

- D
Siga BE altura del triangle ABC. H

D
Considerem la circumfereéncia circumscrita al triangle ABC .
L’altura AD talla la circumferéncia circumscrita en el punt H'. B

D
DHBC =90°- C jaque BEC és rectangle.
BBH' A =C per ser angle inscrit en la circumferencia i abracar el
mateix arc que lI'angle C.

D D
Aleshores els triangles rectangles BDH, BDH son iguals, per tant:
DH=DH .
Aplicant la poténcia del punt D respecte de la circumferencia circumscrita al triangle
D
ABC.
DB xDC =DA DH' = DA XDH .



