Ricard Peir6 i Estruch

1.- Determineu els vertexs d’un quadrat sabent que:
a) El seu centre esta en (2, 3)

b) Si es trasllada el centre a I'origen, es gira un angle de 60° en sentit positiu i es
redueixen els costats a la meitat, els vertexs del nou quadrat sén els afixos de les
arrels d’'un polinomi de grau quatre amb coeficients reals, essent una de les arrels
x=1.

Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:

Si un quadrat A”B”C”D™ de centre (0, 0) té un vertex en
B™(1,0), els altres vértexs son:

A"'(0,9,D"'(-10),C"'(0,- 1) .

El quadrat A"B"C"D” traslladat de I'anterior en la direcci6
v =(2,3) els seus vertexs son:

A"(2,4),B"(3,3),C"(22),D"(1,3) .

El quadrat A’'B’C’'D’ de centre P(2,3) augmentant els costats
de I'anterior el doble (homotecia de centre (2,3) i rao 2) té

vertexs: o
A'(2)5),B'(4,3),C'(21),D'(0,3).

Determinem les coordenades del quadrat ABCD girat de
lanterior - 60° amb centre P.

Siga z, I'afix del punt A, siga z I'afix del punt P.
PA' =2.
Zy - Z= 24

Aleshores, A(2 +4/3, 4).

Siga z, l'afix del punt B, siga z l'afix del punt P.

Z, - Z =230 gpo

Aleshores, B(3,3 - J§)

Siga z, I'afix del punt C, siga z I'afix del punt P.
Z3- Z= 2450 1500
Aleshores, A(Z- J3, 2).

Siga z, I'afix del punt D, siga z I'afix del punt P.
Z,- 27230 5790

Aleshores, B(],S + J§)
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2.- Resoleu un triangle rectangle coneguts la hipotenusa i la suma de dos catets.

Solucio:
D
Siga a la hipotenusa del triangle rectangle ABC, A =90°.
Siga m =b +c la suma dels dos catets.
Aplicant el teorema de Pitagores: a? =b? +c?.
m2 =(b+c)? =b? +c? + 2bc =a? + 2bc .
2 2

m< - a
Aleshores, bc =

Siga h l'altura del triangle sobre la hipotenusa.

D
L’area del triangle ABC és:
2

@:b_cl gh=m-a ah:(m+a)(m-a).
2 2 2 2

h _m+a

m-a 2a

La construcci6 és la segient:
a) Construiu la quarta proporcional dels segments m- a, m+a, 2a, que és l'altura
sobre la hipotenusa.

b) Dibuixeu el segment a = BC .

c) Dibuixeu la semicircumferencia de diametre a = BC .

d) Dibuixeu una recta paral-lela al segment BC de distancia h.
e) La recta anterior talla la semicircumferéncia en el punt A.

D
f) Dibuixeu el triangle ABC.

at+m h

ri=h+c

Resolucio6 del triangle:
L’altura del triangle sobre la hipotenusa és:
2 _ 52
h=m-a
2a
Considerem el sistema format pel teorema de Pitagores i igualtat de les arees:

ib*+c*=a’

i
1bc =ah
}bz _a% +ay/a? - 4h?
Resolent el sistema: : 2 .
T2 a’ - ava’® - 4h°
ic? =
I 2

El problema tindra solucié si a® - 4h?3 0.
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3.- La figura adjunta mostra 3 quadrats: el costat del major AB =1.
Els altres quadrats tenen per costats AC = x, DE=y . E
Al moure D sobre el costat AB varien les distancies x, y.
Determineu x i y a fi que el valor de I'expressié x? +y? siga minim.
Oposicions Madrid 2006.

. AC D B
Solucio:
E
RE_P
]
A G O B

Siga z = BD, aleshores per simetria, AR =z.

Els triangles R%P, PED son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
zZ _z-X

1-z X

Aillantx: x=z- z2. Elevant al quadrat:

x? =(z-2%)?=2z%-22%+2z°.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle DBE:
y2=z2+(1-2)? =2z% - 2z +1.

X2 +y? =(z4 - 273 +22)+(222 -2z +1)=z4 - 223 +3z2% - 2z +1.

Considerem la funcio:
f(z)=z*- 2z® +3z%- 2z +1.
f'(z) =4z° - 62> +62- 2.

f'(z) =0 siinomés si z =%.
f'(z) =12z% - 12z+6.
f"g;elgz 3>0. Aleshores, z = L €s un minim de la funcié f(x).
e2g 2
i .2
]y2:2€%9-2%+1:%
Per tant: |l © gz
fx=1 @06 _1
PR S
i 1
R
Aleshores, | .
1 2
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4.-

a) Determineu el lloc geomeétric dels punts del planol el producte de distancies dels
guals a dos punts fixos F i F’ situats entre si a una distancia 2a, és constant i igual a
a’.

Identifiqueu la corba.

b) Calculeu I'area del recinte afitat per la corba anterior.

Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:
Siga F(a,0), F(-a,0).
Siga P(x,y) un punt del lloc geometric.

d(P,F)xd(P,F') = a2.

J(x- a)’ +y? >c\/(x+a)2 +y? =a’.
Elevant al quadrat:

((x- a)? +y2X(x- a)? +y2): a’t.

(X2 +y2)2 _ 2a2(x2 _ yz) =0

Es I'equacio de la Lemniscata de Bernoulli.

Escrivim I'equacio en forma polar:
Efectuem el canvi x =r :cosq, y =r :sinq.

r*-2a%r?cos2q=0.
r? =2a%>0s2q.

L’area del recinte afitat per la corba és:

p
4 Q' 2a’® cos2qdq: = 4a28§In 298
&2 5 €2

=2a2.
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5.- Determineu I'envolupant de la familia de rectes que formen amb els eixos
coordenats triangles d’area constant S.
Oposicions de Castella la Manxa 2006.

Siga la recta que passa pels punts P(a,0),
Q(0,P) una recta de I'envolupant.

D
L’area del triangle OPQ és S.
Aleshores: ab =2S.

Aquesta recta té equacio 1

® | X

Y
b

:£+iy:1

) X a
Siga f(x,y,a) =—+—vy-1
ga f(x,y,a) T2
La corba envolupant acompleix:

N

iX a
i = r—+—y-1=0
:l f((jx,y,a) 0 | ¥ 225 y
i—f(xya)=0 _
1 I +—=0
i da . S

- ’ X
Aillant a de la segona equacio: a = _[2S—.
y

Substituint en la primera equacio: X 4+ -1=0

Xy
Yo

Elevant al quadrat:

=S
3

X,y
a2
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6.- Es considera un segment AB de longitud constant que es mou recolzant els seus
extrems en uns eixos coordenats rectangulars.

Determineu el lloc geométric de la projeccié de I'origen de coordenades sobre el
segment.

Oposicions Andalusia 2006.

Solucio:
Siguen el segment AB, A(a0), B(0,b) tal que a? +b? =d?, d constant.

Siga P(x,y) el punt projeccié de I'origen O(0,0) sobre el segment AB.
Siga Q la projecci6 de P sobre 'eix d’abscisses.

Els triangles BOA, AQP sén semblants. Aplicant el Teorema de Tales:
X _b

y a

Elevant al quadrat:

x> b* d*-a?
===

y2

. Aillant a?:

a
2 _ d?y?
Ny

a

1)

a

La recta r que passa per A, B té equacio: r°y =- Ex +b.
a

La recta s perpendicular a la recta r que passa per O té equacio:

sOr= Ex .

b
El punt P és la interseccio de les rectes r, s.
N ‘I abZ
1 a . Resolent el sistema: |l L
Ty=2y i,-ab
T b Ty - d2

2 o204 . 2 2 _ .2
Les coordenades de P son Pgabz ,gj, en particular: x = al32 _ad > a’) .
d® d° g d d
a

Elevant al quadrat:

2 2 2N\2
X2 :M 2)

d4
Substituint I'expressio (1) en I'expressio (2):
d2y2 aaz ] d2y2 g
22X V& ey
d* '
Simplificant: (x2 + y2)3 =d?x?y? que és l'equacié d’'una rosa de 4 pétals.
Determinem la seua equacio6 polar:
i1 X =7x0s?

Siga | _ . Substituint en I'equacio:
Yy =7 ?
1Y =7>X8INn:

. 3 . 1 .
(?Zcosz?+?zsm2?) =d??% cos? ?sin? ?, ?2=dzzsm22’?.

?:EsinZ’?.
2
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7.- En un triangle equilater s’inscriu un cercle. A continuacié s’inscriuen tres cercles
tangents exteriors al primer i tangents a dos costats del triangle. A continuacio
s’inscriuen altres tres cercles als tres cercles anteriors i a dos costats del triangle i aixi
successivament i indefinida.

Determineu la part o proporci6 de I'area del triangle ocupada pels cercles inscrits.
Oposicions Cantabria 2006.

Solucié:

- D
Siga a = AB el costat del triangle equilater ABC .

V3

Aplicant el teorema de Pitagores I'altura del triangle equilater és: AH = 7a.

Siga | I'incentre del triangle. L'incentre del triangle equilater
coincideix amb el baricentre i divideix la mitjana en dues parts que
estan en proporcio 2:1. Aleshores:

A-2an-Y3, H-lam-3

Al=—AH=—a,IH==-AH=—a.
3 3 6

w

D D
Els triangles ABC, ADE soOn semblants, aleshores les seues
altures son proporcionals. Calculem la raé de proporcionalitat:

N3 43
AF _AH-24H % 7379 1
AH  AH V3 3
2

D D
Aleshores els radis de les circumferéncies inscrites als triangles ABC, ADE son
proporcionals i la rad és 3:1.

D
g a el radi de la circumferéncia inscrita al triangle ABC.

Ve

Ta2 . Aleshores:

Sigar, =IH =

D
L’area del cercle inscrit al triangle ABC és

D
El radi de la circumferencia inscrita a ADE és: r, = %ga
3 69 1 1
L’'area de les tres circumferéncies és 3 ﬁpg——a— .= §pza2 :
2 g
El radi de la segona iteracio €s: r, = lli
336
60 aelo
L’area de les tres circumferencies és 3 >9p —a- ;— —< p= a
+ egg 4
El radi de la n-ésima iteracio és: r, = aelg £
e3g 6
o
L’area de les tres circumferencies és 3 pf}g— J_ T 86—19 1 a®.
E g 6 E‘ + 9@ 4
[

La suma de les arees de les circumferencies de n iteracions és:



.2 " .n o)
Sn :ipa2 +¢a_2a2 éﬁ_g B 2+€e1'_9 pa2 +9_— Raz_:
12 894 e9¢g 4 e9g 4 e9g 4 P
_1 o By s &l Op
=—pa’+5=+C=F +C=% +..+C=* —a’=
12 §9 e9g €90 e9g ;4

é%-(..jrﬁl 19

T
=%pa2 +g%+%a2.

¢ 5-1 :

& 5

La suma de les infinites arees és:
s 1Pa2 00
84 96
La proporcio de I'area del triangle ocupada pels cercles inscrits és:
1 .,
9™ _1143p
3, 72

4

1
S=_"pa’
12p
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8.- Siguen dues rectes r i s secants en O, formant un angle a . Sobre la bisectriu de
I'angle s’agafa un punt A, pel qual es traga una recta variable que talla a la rectar en P

ialarectasenQ. Siga x=0P, y=0Q.

1 1.,
a) Demostreu que = += és constant.
Xy

D
b) Calculeu x i y a fi que I'area del triangle OPQ siga igual a una quantitat donada.
Oposicions Astaries 2006.

Solucio:
a)
Siga d = OA constant.

D
Siga S l'area del triangle OPQ.

D
Aplicant la formula trigonometrica I'area del triangle OPQ és:

g = Xysina
2
Aleshores, xy = ﬁ (2)
sina

D D D
I'area del triangle OPQ és igual a la suma de les arees del triangle OPA, OPQ:

xd >Gini yd xsin% d ><sinE

_ — 2
S = + = X+Yy).
> > > (x+y)
Aleshores, x+y = 25 2)
. a
dxsin—
2
2S
d>G|n3 2cos—
1+1 XY 2 -_sha _ 2 . Aleshores, 1+1 és constant.
Xy xy 2S d xsind d Xy
sina 2
b)
ly= 25
: sina
Considerem el sistema format per les expressions (1), (2): i 2S
) X+ y =
1 dxsin>
1 2
Il s s? 2s I s s? 2S
X = + - — I X = - =
%: d>sin— 1/d? sin? sina ]' dxsin= 1/d?sin® siha
Per tant: | v
i s | & 25 i s | 2S
Y= - Pl Ty = + 2 o
% d xsin= \Idzsn2 sina } d xsin — \Id2 sng siha
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9.- Determineu el lloc geometric dels punts de contacte de les tangents tracades pel
punt P(-6,0) a la familia d’el-lipse que tenen per simieixos a, b = 3.

Representeu el lloc geomeétric.

Oposicions Castella Lle6 2006. L
Solucio:
La familia d’el-lipses té per equacio:

2 2
i E 1
a 3

Siga la recta que passa pel punt

P(- 6,0) i té pendent m:

y =m(X + 6).

Determinem m a fi que la recta siga
tangent a I'el-lipse. Resoldrem el
sistema format per la recta i I'el-lipse
el qual ha de tenir soluci6 unica.

la? 3?2 1)

Substituint la segona equacio en la primera:
X2 m(x+6)?
a’ 32
Simplificant:
(9+a’m?)x? +12a’m?x +36a’m? - 9a? =0 (1)

Per a tenir solucié Unica el discriminant de I'equacié ha de ser zero:
144a*m* - 36(9 +a’m?)(4a’m? - a?) = 0. Simplificant:

36a?m? - 9a? - a’m? =0.

36m?-9-a’m? =0

1

a’ :9(4m—22-1) Notem que m3 lobeme-2
m 2

En aquest cas la solucio de I'equacio (1) és:

_ -12a’m? - 12m?+3 B

T 2(9+a’m?)  2m?
Aillem m?de I'equacio (2):

2 _ 3

T 2(x+6)°

Elevem al quadrat la segona equacio del sistema:
y? =m?(x +6)? 3)

Substituint I'expressio (2) en I'expressio (3):

2 _ 3 2
y _2(x+6)(x+6) .

Aleshores el lloc geomeétric és la parabola:

(x+6) quan x1 [- 60].

N w

y? =
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10.- Siguen R i Q les projeccions ortogonals d’'un punt P del planol sobre dues rectes
e,, e, que formen un angle a .

a) Determineu les equacions del lloc geométric que descriu P si el segment @ és de
longitud constant.

'O

b) Particularitzeu per al cas en qué a =

I\J

Oposicions d’Andalusia 2002.

Solucio:
a)

Suposem que lI'angle a t g siga tga =m.

Suposemque e; °y=0, e, °y=mx, m*O0

Siga R(a,0) de larecta e,. Siga Q(b,mb) de larecta e, .
Suposem RS =d constant.

Aleshores, (b- a)? +m?b? =d? (1)

Determinem les coordenades del punt P. r
R és la projeccio de P sobre e,, aleshores P esta sobre la

recta perpendicular a e, que passa per R.

Aquesta recta té equacio: r° x =a

Q és la projeccio de P sobre e, , aleshores P esta sobre la recta perpendicular a e,
que passa per Q.

Aquesta recta té equacio: s° y- mb =_—1(x - b).
m

P és lainterseccid deri s:

ix=a
I

i -1 . Resolent el sistema, les coordenades de P son:
¥y -mb= F(X -b

PBmb- ~(a-b)2 Sigay=mb- (a- b) @)
e m [} m

De la relacio6 (1) aillem b:

at+d? - m?a? +m?d’
1+m?
Substituint I'expressio (3) en I'expressio (2):

_m?+1& V- mPa? +m’d? 9 a
= - — simplificant:
m 8 1+m? b m

b= 3)

——? Jd? - m2a? +m2d28 Elevant al quadrat i simplificant:

2 %‘Vl"‘ 9
8 o

interseccio de les rectes e, e, , i radi

a’+y gue és I'equaci6 d’'una circumferencia de centre (0,0)

W1+m?

m



b)
Suposem que I'angle de les rectes e, e, , és a =g,

Suposemque e, °y=0, e,°x=0.

Siga R(a,0) de larecta e,. Siga Q(0,b) de larecta e, .
Suposem RS =d constant.

Aleshores, a® +b? = d? (1)

R és la projeccio de P sobre e, aleshores P esta sobre la recta
perpendicular a e, que passa per R.

Aquesta recta té equacio: r° x =a

Q és la projeccio de P sobre e, , aleshores P esta sobre la recta
perpendicular a e, que passa per Q.

Aquesta recta té equacioé: s°y =b.

les coordenades de P son:

P(a,b). Talque a? +b? = d? ésl'equaci6 d’una circumferéncia de centre (0,0)

interseccio de les rectes e, e, , iradid.
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