Ricard Peir6 i Estruch

1.- En un trapezi ABCD, AB i CD paral-lels les diagonals AC i BD s'intersecten en el
D
punt P. Proveu que l'area del triangle PBC és mitjana proporcional entre les arees

D D
dels triangle ABP, PCD.

Solucio: y o
D D

Els triangle ABP, PCD sb6n semblants ja que

PCDB=bDDBA, BbCDB=bCAB, bCPD=DAPB. P

D -
Siga h, laltura del triangle ABP sobre el costat AB .

D J—
Siga h, l'altura del triangle PCD sobre el costat CD.

B
D D

Aplicant el teorema de Tales als triangle ABP, PCD

hy _AB

h, CD

D D
Els triangles PCD, BCD tenen la mateixa base les arees sén proporcionals a les
altures:

Sgep _hyth, _
Speop h,

D D
Els triangles ABP, ABC tenen la mateixa base les arees son proporcionals a les
altures:

Spec _hith, _
S aep h,

Skec = Spes - Spep -
Dividint per S,
Spac _ Socs _ 1= h, +h, 1:m.

SPCD SF’CD h2 h2

Spec = Shasc - Sasp -
Dividint per S ,gp

SPBCZSABC_l:h1+h2_ =h_2.
S Sasp hy hy
Aleshores,

S S . Cs . D .. . N
SP& = SAi és a dir, l'area del triangle PBC és mitjana proporcional entre les arees
PCD PBC

D D
dels triangle ABP, PCD.
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D P -
2.- Donat un triangle ABC traceu una secant que talle AB enMia BC en N de

D
manera que el quadrilater AMNC i el triangle BMN tinguen el mateix perimetre i la
mateixa area.

Solucid:
SigaelpuntMde AB, AM=ac, Of£a £1. o
Siga el puntN de BC, BN=ba, 0£b£1.

D
Si el quadrilater AMNC i el triangle BMN tenen el
mateix perimetre:

AC +CN + AM = MB +BN.
b+ac+(1- b)=(1- a)c +ba.
2ca-2ab=c-b-a (2)

B
D e
Si el quadrilater AMNC i el triangle BMN tenen la &

D D
mateixa area, I'area del triangle BMN és la meitat que 'area del triangle ABC.
Aplicant la formula trigonomeétrica:

(1- a)cabxsinB _ 1 ac xsinB
2 2

b(l- a) = % @

. Simplificant:

Resolent el sistema format per (1) i (2):
}_an- 2ab=c-b- a

1 1 Les solucions son:

ib(l- a)==

I 2

] b+3c+4(@a+b+c)’- 8 ! b+3c-+(a+b+c)’- 8
gz 8 c +4(a c)” - 8ac P c-+(a c)” - 8ac
! 4c I 4c

! i

| _a+b+c+y(@a+b+c)?-8ac 1 _a+b+c-(a+tb+c)®- sac
b= ib=

' 4a i 4a

El problema té soluciosiO£a £1, O£b£1.
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3.- Pel punt mig de la hipotenusa d’un triangle rectangle és traca una recta que talla el
catet major amb un angle de 45°. Calculeu en funcié de la hipotenusa, la suma dels
quadrats dels segments determinats d’aquesta forma en el catet.

Solucié:
. . D &
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°, suposem c 3 b.
Siga M el punt mig de la hipotenusa.
Siga P el punt del costat AB tal que PMPB =45°,
Volem calcular el valors de AP~ +BP" en funcié de la 4
hipotenusa.
D

Aplicant el teorema dels sinus al triangle PBM: A =)

a

BP _ 2
Sin(45°+B)  sin45°°
2 V2
_P_ETCOSB+TSIHB ags Eg_b+c
2 2 2éa ag 2

2

Aleshores, AP =c¢ - b+c_c-b
2 2
o a2 2 2, .2 2
AP’ +BP° =@ D0 @O b rct A
e 2 g e2 g 2 2
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4.- Construir el quadrilater inscriptible coneguts els costats: p=AB, q=BC, r =CD,
s=DA.

Solucio:
El problema quedara determinat si coneguem una de les dues diagonals, aleshores
podrem construir un triangle coneguts els tres costats.

Pel teorema de Tolomeu
Els angles oposats d'un quadrilater inscriptible sén suplementaris.

Siga x =AC, y=BD.
Siga a =bABC. Pel teorema de Tolomeu, BADC =180°-a.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:
x? =p? +q° - 2pg xcosa (1) .

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ADC:
X2 =p? + ¢ - 2pgxcos(180°-a)

x? =p? +q? +2pq xcosa (2) A
Restant les expressions (1) i (2):
cosa:p2+q2' rr-s (3)
2(rs +pq)

Substituint I'expressio (3) en I'expressio (1):
p2 + qz Sr2.g2

2(rs +pq)
Analogament podriem calcular el valor de la diagonal y aplicant el teorema del cosinus

D D
als triangles ABD, BCD.

x? =p?+q° - 2pq *

O bé utilitzant el teorema de Tolomeu que diu:
En un quadrilater inscriptible ABCD AB xCD + AD XBC = AC 8D :
pr+qs =xy

, p2+q? -r2 - g2

x* =p®+q° - pgx

rs+pq
2 _ IS 2 2 pq 2 2
= + +——1|r° +
X rS+pq(p a ) rS+|oq(r > )
2 = rsp® +rsq” +pqr? +pgs®
rs+pg
2 = (pr+as)(ps+an)
rs+pq
2 = (ps +ar)
rs+pq
X _ps+ar
y rs+pq

2 _ (pr+as)(pg +rs)
ps +qr '

y
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5.- En la figura adjunta, AE i AC son perpendiculars. AB =8, AC =18, AE =16 |

AF = 6. Determineu l'area del quadrilater ABDF.
Concurs de primavera 2004.

Solucié:

Siga S, l'area del triangle BBF.

Siga S, l'area del triangle BCD:D.

Siga S, l'area del triangle DIIDEF.

Siga S, l'area del triangle CIZD)E.

_ AB XAF _ AC xAE

= =24, Sy = —=144.

SABF

A B o

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén proporcionals a les bases.

D D
Els triangles ABF, BCF tenen la mateixa altura, aleshores:
Si*S, _BD 5,5, 10 o 5 -3
S AB 24 8

D D
Els triangles ABF, DEF tenen la mateixa altura, aleshores:

S.+S; _FE  S;+S; _10

—, ,  S$;+S5;=40
S asF AF 24 6

D D
Els triangles BCD, CDE tenen la mateixa altura, aleshores:
S, BD
S, DE

D D
Els triangles BCF, DEF tenen la mateixa altura, aleshores:
S, _BD

S, DE

Igualant les expressions (3) i (4):
S_Z:i, S,55,=S,5,
S, S;

Calculem l'area del triangle S,
S;+S,;+S3+S,+S e =Sacer S1+S,;+S;+S5,=120

(1)

(2)

3)

(4)

(5)

(6)

Considerem el sistema d’equacions format per les expressions (1), (2), (5) (6)

1S,+S, =30 1S, =10
| |

[S; +S, =40 1S, =30
=173 la soluci6 del qual és: |2
.I.Sl)64 ZSZ )63 'I'S3 =30
{s,+S,+S, +S, =120 {s, =60

L’area del quadrilater ABDF és:
Sasor = Sagr +S, =24+10 =34,
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6.- Determineu la distancia del planol p° x- 2y+z- 2 =0 ala corba d ‘equacions
iy=0

Coj
,x +22 +6x+82+23=0

Oposicions Avila 1998.

Solucio:
. ., 2
x? + 22 +6x+ 8z +23 =0 és equivalent a I'equacié (x+3)? +(z+4)? = (ﬁ)
L’equacio d’un cilindre perpendicular al planol y=0.
Lacorba C° ly = és la circumferencia de centre O(-3,0,-4) i
|x +2° +6x+82+23=0

deradi r =+/2.
d(C, p) =min {d(P, p)} tal que P pertany a la circumferéncia C.

L’equacié paramétrica de la circumferencia C és:
=-3+42cosa
, y 0 al [0, 2p|
, z=-4++2sina

Un punt P de la circumferéncia té coordenades, P(- 3++/2cosa, 0, - 4 ++/2sina).

| 3++/2cosa-0- 4++/2sina - 2|

d(P,p) = | |J_S|na+cosa) 9|
Frcoper | %

:%ﬁ%%ina +sin§%— agg 9 =

:% ﬁ@sin%cosg?a— %2 9‘ =

=%2cos§é-§g- ‘=

Notem que ZCOSE%-BQ- 9£2-9<0.
e 4g

1 ®e pod
dP, ==& 2 - —+i
®.p) Jgg Cosga 4 og

Considerem la funcié: f(a)=9- Zcosg% - %9 al [0, 2p|.
e o
Determinem el minim de la funcio:
f'(a) = 2sma%- 39, fay=o U a=P?3P
4y 4" 4
asp

f"(a):2cos€%-%9, f..gepo 2>0, g— =-2<0. Aleshores el minim de la
e

0
g eédg ed g

funcio és a =%.

La distancia minima és: d =

1 7
E(9 - 2c0s0) —g«/é.
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D -
7.- En un triangle rectangle ABC, C =90°, siga CD una altura.
D D D
Els cercles de centres P, Q, | estan inscrits en els triangles ACD, BCD, ABC,

respectivament.
Demostreu que el segment PQ és igual al segment ClI i és perpendicular a ell.
Barroso 353

Solucid:
D D D
Els triangles ACD, BCD, ABC son rectangles i semblants.

En un triangle rectangle el radi de la circumferéncia inscrita és igual al semiperimetre
menys la hipotenusa.

Siga r =IT =CT el radi de la circumferencia

D
inscrita al triangle ABC.
Siga m = PK =PL el radi de la circumferencia

-

D
inscrita al triangle ACD.
Siga n = QM = QN el radi de la circumferéncia T

D
inscrita al triangle BCD. R
at+tb+c atb-c
r=—— ~“-¢c=—— ",
2 2
CD+AD- b ;f/‘r: 5 T Ky
m=s—— " . ] 3
2 ! N
n_(:_D+@-a
> :

D
Per ser K punt de tangéncia de la circumferencia inscrita del triangle ACD :
CK = b+CD+AD D = b+CD- AD .

2 2

D
Per ser M punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita del triangle BCD :
CM = a+CD+BD BD = a+CI;)— BD '
Siga R la projeccio de P sobre el costat a. Siga S la projeccio del Q sobre el costat b.
Siga U la interseccio6 dels segments PR, QS.
Provem que PU=KS =r ique QU=MR =r.
b+CD- AD CD+BD-a _a+h-c _

2 _2 L 2
a+CD-BD CD+AD-a _a+tbh-c _
2 2 2

PU=KS=CK- CS=CK- n=

QU=MR =CM- CR=CM-m =
. D D - .

Els triangles rectangles PUQ, CTI tenen els catets iguals i els catets corresponents

perpendiculars aleshores les hipotenuses son iguals i perpendiculars, és a dir,

PQ = ClI i perpendiculars.
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8.- Siguen T i T’ dos triangles rectangles distints, d’hipotenusa a, a’ i catets b, cib’, ¢’
respectivament. Proveu que aa'(bc'+b'c) =aab'c'+a'a’bc siinomés siels triangles T i

T’ s6n semblants.
Barroso 352

Solucio:

)

Suposem els triangles T i T' semblants aleshores:
—=—==_, b'=a= (1)
c

aa'(bc'+b'c) =aab'c'+a'a'bc aquesta igualtat és certa si i nomeés si:
aa'(bc'+b'c) _ aab'c'+a'a'bc
aaaa aaaa

u

agphc bcg b aabe U
adaa aap aa aaaa

abc abc _bc aabc

gy Xx42e7x U
aaa aaa aa aaaa

Aplicant les relacions (1):

b'bc +i_agzgc_+iigg U

baa a aa aa aaaa

b'c' aabc _bc aabc .
——+———_=—__"+__—_"Laqual cosa és certa.
aa aaaa aa aaaa

)

Suposem que aa'(bc'+b'c) =aab'c'+a'a'bc i els triangles T i T’ sén rectangles:
Aleshores:

aa'bc'+aa'b'c =aab'c'+a'a'bc

aa'bc'-aab'c'+aa'b'c - a'a'bc =0

ac'(@'b- ab')+a'c(ab'-a'b) =0

(ac'-a'c)(a'b- ab')=0

Aleshores ac'-a'c=0 obé a'b-ab'=0

. a_c¢ . . D
Si ac'-a'c =0, — =— i per ser els dos triangles rectangles T i T’ sén semblants.
a ¢

Siab-ab'=0, i. = — per ser els dos triangles rectangles T i T' s6n semblants.
a

(@3
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9.- Considerem una circumferéncia de radi R.
Aquesta circumferéncia es divideix en n parts iguals mitjangant els punts M;,M,,...M,,.

Cadascun d’aquests punts s’agafa con centre per tracar un arc de circumferencia de
radi r. suposant un valor de n suficientment gran, cadascun d’aquests arcs es talla amb
el seu tracat des del punt anterior i amb el tracat des del segient formant una linia
tancada que envolta la primera circumferéncia. Calculeu el limit de la longitud de la
linia tancada quan el nombre de punts (és a dir n) augmenta indefinidament.
Oposicions Galicia 2006.

Solucié:
¥
- - B
Observem el dibuix. OM;, =R, MB =r.
El punt M, agafat com a centre determina
un arc el doble de l'arc BC.
Calculem la mesura de l'arc BC.
Notem DBAM, = P
n
Siga a =DOBM ;.
Aplicant el teorema del sinus al triangle
D
OBM, :
r R . Aleshores,
sinP sina
n
a= arcsmg—smEg
Ng
bBM,C = Pia=P +arcsm€ER smBg
n n ng
are BO T _ p oo
L'arc BC la seua longitud és: r>®BM,C = rg— +arcsmg— smﬁ— .
20
La longitud de la linia tancada que envolta la C|rcumferen0|a és:
zeam
L= ang— + arcsmg;—smﬂgOO
er N g
L =2pr +2nr ><arcsin(;—smEg
nNg
Siga x = P considerem la funcié: f(x) = 2pr +@arcsmg—sm x9
n X g
1 R
—COSX
aR .
_ 1+ QT sinx=
I|m f(x) = I|m g?pr +£arcsm$§—zsmxc—)O = 2pr+2rplim € 2 =
X er ggHopltal x®0 1

=2p(R+r)
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Aleshores:

lim L= lim a3pr +2nr mrcsinéag singgg: 2p(R +1).
el nNgg

n® +¥ n® +¥
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10.- Es dibuixen rosetes regulars de n petals a I'interior d’'un
cercle n > 2. Cada arc de cada pétal s'obté al dividir una
circumferéncia en n parts iguals. La figura adjunta mostra el cas
n =8. Quin és el limit de la fracci6é de I'area del cercle que
ocupen les rosetes quan n tendeix cap a infinit?.

Oposicions Asturies 2006.

Solucié:

Siga BA =1 el radi de la circumferéncia circumscrita
a la roseta.
L’area del cercle circumscrit a la roseta és ¢ .

Per ser BABC un angle central

paBc = 2P@ 10 pn- 2

ne2 g n

D
Per ser el triangle ABC isosceles BACB =P
n

D
Aplicant el teorema del sinus al triangle ABC :

-

=2R on R és el radi de la circumferencia
sin

S|o

D
circumscrita al triangle ABC.
1

Aleshores R = OA = .
2sin®

n
Calculem I'area de mig peétal que és igual a I'area del sector de

D
centre O i arc AB menys l'area del triangle ABO.

Per ser arc central, PAOB =2>DACB = 2p
n
L'area del sector és: R? 2.
n
D
L'area del triangle ABO és: 1R Smge’lpo
2 eng
L’area de la roseta (n pétals):
2 )
. - & 9 90 65 2p- nsmgé%Q
2ngR> E - ERZ sing%gg g g—— = |ng7p99= €@
¢ gZSln €T gsin? g‘L
en m eNg

La proporci6 entre I'area de la roseta i el cercle és:
. PO
2p-n smg—p+
1 eng
4 . 5
P szgﬂjg
eng
Calculem el limit quan n s’aproxima cap a infinit:
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Si fem el canvi x :@:
n
=cq oo
1 2p - nsing—- 1 2p- @sinx 1 ;
[ a— L Py O DI S R UL
YAD 2 &R0 @o4p g2 X @02 sin? X

Es una indeterminacio % aplicant la regla de I'Hopital:

.1 1- cosx
= lim = =

Lo x 1o
SIN” —+—XsInX
2 2

Es una indeterminacio % aplicant la regla de I'Hopital:
.1 sinx 1 sinx
= lim= =lim= =

x®02 1 . 1 . 1 x®02 . 1
—SINX +—=SIN X + =X XCOS X SINX +—X XCOS X
2 2 2 2

Es una indeterminacio % aplicant la regla de I'Hopital:

L1 COS X 1
= lim =
x® 0 2

_1 _1
2 3

N |~

1 1 .
COS X +§cosx— EX xSin X 1+



