
Ricard Peiró i Estruch 

1.- Una circumferència de centre C està inscrita en un quadrant de circumferència de 
centre O. 
Una altra circumferència, de centre Q, és exterior, i tangent, a la 
circumferència de centre C i interior, i tangent a un dels radis i a l’arc, 
al quadrant. 
Si P és el peu de la perpendicular des de Q a la lín ia de centres OC, 
proveu que OP2QPOQ ⋅=+ . 
Oposicions Balears 2006. 
 
Solució: 
Siga 1ONOM ==  radi del quadrant de centre O. 
Siga CMCRr ==  radi de la circumferència de centre C tangent al quadrant. 
Siga QNQTQSs === . 

º45MOS =∠ .  Siga QOS∠=α . 
s1OQ −= , srCQ += , r1OC −= . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

ORC : 
12r −= . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

OSQ : 

s21OS −= . 

Aleshores, rs21rOSRS −−=−= . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

CXQ : 

( )222 rs21)sr()sr( −−+−=+  
Simplificant: 

rs4s2r1s21r2 2 −−+=−  

Substituint 12r −= : 

( ) ( ) ( )s124s2121s21122
2

−−−−+=−−  

( ) ( ) 224s242s21222 −+−=−+− . 
Elevant al quadrat: 
( ) ( ) 0322s21418s249 2 =+−−+− . 
Resolent l’equació: 

49
251

s
+−= . 

Aplicant raons trigonomètriques al triangle 
∆

OSQ : 

s1
s

sin
−

=α ,  
s1
s21

cos
−
−=α . 

Aplicant raons trigonomètriques al triangle 
∆

OPQ : 

( )s21s
2
2

)º45sin(OQPQ −+−=α−= . 

( )s21s
2
2

)º45cos(OQOP −++=α−⋅= . 

Substituint 
49

251
s

+−= : 
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49
2550

49
251

1s1OQ
−=+−−=−= . 

7
251

49
2102

1s21
+−=+−−=− . 

( )
2

2330
7

251
49

251
2
2

s21s
2
2

PQ
−

=








 +−
+

−
=−+−= . 

49
2880

49
2330

49
2550

QPOQ
−=−+−=+ . 

 

( )
49

2880
7

251
49

251
2s21s

2
2

2OP2
−

=








 +−
+

+−
=










−+=⋅ . 

Aleshores: 
OP2QPOQ ⋅=+ . 
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2.- Donat el triangle 
∆

ABC . Siguen les circumferències 21 C,C  que passen pels punts 

B, C i intersecten els costats AB , AC  en els punts B’ C’ (la circumferència 1C ) i en els 

punts B’’ C’’ (la circumferència 2C ). Proveu que els segments 'C'B  i "C"B  són 
paral·lels. 
 
Solució: 
Els punts B, C, C’, B’ formen un quadrilàter inscriptible en la 
circumferència 1C . 
Aplicant el teorema de Tolomeu els angles oposats són 
suplementaris: 

C'C'Bº180BC'B −∠=∠    i   'C'BBº180CB'C −∠=∠ . 
 
Els punts B, C, C”, B” formen un quadrilàter inscriptible en la 
circumferència 2C . 
Aplicant el teorema de Tolomeu els angles oposats són 
suplementaris: 

C"C"Bº180BC"B −∠=∠    i   "C"BBº180CB"C −∠=∠ . 
Aleshores,  

"C"AB'C'AB ∠=∠ , per tant els segments 'C'B  i "C"B  són paral·lels. 
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3.- Mitjançant un segment, volem tallar un triangle rectangle isòsceles T, de catets 
unitaris, en dos polígons que tinguin la mateixa àrea. Trobeu els extrems i la longitud 
del segment de longitud mínima que divideix el triangle T en dos polígons de la 
mateixa àrea. Aquest segment, és únic?. 
 
Solució: 

Siga el triangle rectangle 
∆

ABC , º90A = , 1ACAB == . 
Suposem P en el catet AB . 
Siga PQ  el segment solució del problema. Pot donar-se dos 
casos: que Q estiga sobre el catet AC  o que Q estiga sobre la 
hipotenusa BC . 
 
Suposem que Q esà sobre el catet AC . 
Siga BPx = . Siga AQy =  

L’àrea del triangle 
∆

PAQ  és la meitat de l’àrea del triangle 
∆

ABC . Aleshores: 

4
1

2
y)x1( =− , per tant, 

)x1(2
1

y
−

= .  Notem que 
2
1

x ≤ . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

PAQ : 

2
222

)x1(4
1

)x1(y)x1(PQ
−

+−=+−=  

Considerem la funció 
2

2

)x1(4
1

)x1()x(f
−

+−= , el mínim 

d’aquesta funció s’assoleix en 4

2
1

1x −=  i el segment 

mínim és 
2
2

2
1

1f 4 =









− . 

 
Suposem que Q està sobre la hipotenusa BC . 
Siga BPx = . Siga Siga BQz = . Siga PQy = . Siga QHh =  

l’altura del triangle 
∆

BPQ  sobre la base BP . 

L’àrea del triangle 
∆

BPQ  és la meitat de l’àrea del triangle 
∆

ABC . Aleshores: 

4
1

2
xh = .  Aleshores, 

x2
1

h = .  Notem que 
2
1

x ≥  

º45ABC =∠ . Aplicant raons trigonomètriques al triangle rectangle 
∆

BHQ : 

h2
º45sin

h
z == . 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

BPQ : 

( ) º45cosh2x2h2xy
222 ⋅−+=  
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xh2h2xy 222 −+= . Substituint l’expressió 
x2
1

h = : 

1
x2
1

xy
2

22 −+=  

1
x2
1

xPQy
2

2 −+==  

Considerem la funció: 1
x2
1

x)x(g
2

2 −+= , el mínim d’aquesta funció s’assoleix en 

4

2
1

x =  i el segment mínim és 12
2
1

g 4 −=









. 

 

Notem que 
2
2

2
1

1f12
2
1

g 44 =









−>−=










 

Aleshores el mínim del problema s’assoleix quan Q està sobre la hipotenusa BC , 

4

2
1

BP =  i la mínima distància és 12PQ −= . 

 
Podíem haver suposat que P està sobre el catet AC  i tindria una altra solució anàloga 
a l’anterior. 
 
 
La funció al variar P sobre el catet BA  és: 

 
 
El primer tros és f(x) i el segon tros és g(x). 
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4.- En la figura següent proveu que 1
CQ

CP

AN

AM
=+ . 

 
Solució 1: 

BM és bisectriu del triangle 
∆

ABN . Aplicant la propietat de la 
bisectriu: 

BNc

AN

BN

MN
c

AM

+
== . Aleshores,  

c
BN

1

1

BNc

c

AN

AM

+
=

+
= . 

BP  és bisectriu del triangle 
∆

QBC . Aplicant la propietat de la bisectriu: 

BQa

CQ

BQ

PQ
a

CP

+
== . Aleshores,  

a
BQ

1

1

BQa

a

CQ

CP

+
=

+
= . 

Els triangles 
∆

ABN , 
∆

QBC  són semblants ja que α=∠=∠ 2QBCABN  i per ser inscrits 
BQCBAC ∠=∠ . Aplicant el teorema de Tales: 

k
BQ

a
c

BN
== . 

1
k1

k
k1

1

k
1

1

1
k1

1

CQ

CP

AN

AM
=

+
+

+
=

+
+

+
=+ . 

 
Solució 2: 
Per ser inscrits β=∠=∠ BQCBAC .  

Aplicant el teorema dels sinus als triangles 
∆

ABM , 
∆

ABN : 

)sin(
c

sin
AM

β+α
=

α
,   

)2sin(
c

2sin
AN

β+α
=

α
. Dividint les dues expressions: 

)sin(cos2
)2sin(

AN

AM
β+α⋅α

β+α
= . 

Aplicant el teorema dels sinus als triangles 
∆

PBC , 
∆

QBC : 

)sin(
a

sin
CP

β+α
=

α
,   

β
=

α sin
a

2sin
CQ

. Dividint les dues expressions: 

)sin(cos2
sin

CQ

CP
β+α⋅α

β
= . 

=
β+αα
β+β+α

=
β+αα

β
+

β+αα
β+α

=+
)·sin(cos2

sin)2sin(
)·sin(cos2

sin
)·sin(cos2

)2sin(

CQ

CP

AN

AM
 

1
)sin(cos2
)sin(cos2

)·sin(cos2
2

2
cos

2
22

sin2
=

β+α⋅α
β+α⋅α

=
β+αα







 β−β+α







 β+α

= . 
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5.- Siga el triangle rectangle 
∆

ABC , º90A = . Siguen P, Q, R els punts simètrics de A, 
B, C respecte AB,AC,BC  respectivament. Calculeu la raó entre les àrees dels 

triangles 
∆

ABC , 
∆

PQR . 
 
Solució: 

Siga AHh = , altura del triangle 
∆

ABC . h2AP = . Siguen D i E les 
projeccions de P sobre les rectes AB, AE respectivament. 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

QAR  són iguals. 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

ADP  són semblants. Aplicant el teorema de Tales: 

a
h2

b
PD

= , aleshores, 
a
bh2

PD = . 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

AEP  són semblants. Aplicant el teorema de Tales: 

a
h2

c
PE

= , aleshores, 
a
ch2

PE = . 

L’àrea del triangle 
∆

PQR  és la suma de les àrees dels triangles 
∆∆∆

QAP,ARP,QAR . 

2
ah

SABC = . 

ah
2
3

ah
2
ah

a
hb

a
hc

2
ah

2
PDb

2
PEc

2
ah

SSSS
22

QAPARPQARPQR =+=++=
⋅

+
⋅

+=++= . 

El quocient de les àrees és: 
3
1

ah
2
3

2
ah

S
S

PQR

ABC == . 
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6.- Siga ABCDEFG un heptàgon regular. Proveu que 
AD
1

AC
1

AB
1

+= . 

 
Solució 1: 
Siga ADc,ACb,ABa === . 
Siga BDA∠=α . º1807 =α . 
Aleshores, α=∠ 2BAD , α=∠ 4ABD . 
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

ABD : 

α
=

α 2sin
b

sin
a , aleshores, a

sin
2sin

b
α
α=  

α
=

α 4sin
c

2sin
b , aleshores, a

sin
4sin

2sin
4sin

bc
α
α=

α
α= . 

 
( )

=
α⋅α

α+αα
=








α
α

+
α

α
=

α
α

+
α⋅

α
=+

4sin2sin
2sin4sinsin

a
1

4sin
sin

2sin
sin

a
1

4sina
sin

2sina
sin

c
1

b
1  

Notem que α−=α 4º1804 , aleshores, α=α 4sin3sin : 

a
1

3sincossin2
cos3sin2sin

a
1 =

α⋅α⋅α
α⋅α⋅⋅α=  

 
Solució 2: 
Siga AEADc,CEACb,DECDABa ======= . 
Aplicant el teorema de Tolomeu: 

bcabac =+ . 
Dividint la igualtat per abc: 

a
1

c
1

b
1 =+ . 
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7.- Siga el triangle rectangle 
∆

ABC , º90A = . Siguen D i E punts dels costats BDiAC  

respectivament, tals que BCiAE  són perpendiculars i 1ECDCBD === . Determineu 

la longitud del costat AC . 
 
Solució: 
Siga ACx = , ABz = . 

Notem que el triangle 
∆

BDC  és isòsceles 1DCBD == . 

Siga DF  l’altura del triangle 
∆

BDC , siga CFy = . 

Els triangles 
∆∆

ACE,DCF  són semblants. Aplicant el teorema de Tales: 

1
x

y
1 =                               (1) 

Els triangles 
∆

DCF , 
∆

ABC  són semblants. Aplicant el teorema de Tales: 

2y1

y
z
x

−
=                     (2) 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 
∆

ADB : 
222 1z)1x( =+−              (3) 

Substituint les expressions (3) i (1) en l’expressió (2):3 

2

2

x
1

1

x
1

)1x(1

x

−

=
−−

. Simplificant: 0x2x 4 =− . Resolent l’equació 3 2x = . 
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8.- Entre quins valors pot estar la distància entre l’incentre i el baricentre d’un triangle 
rectangle d’hipotenusa a. 
Shariguin I159. 
 
Solució: 

Siga el triangle rectangle 
∆

ABC , º90A = . 
El radi de la circumferència inscrita d’un 

triangle rectangle és, 
2

cba
apr

++−=−= . 

Siga N la projecció del baricentre G sobre el 
catet AB .  
Aplicant la propietat del baricentre: 

3
c

AN = ,  
3
b

GN = . 

Siga la recta paral·lela al catet AB  que passa per l’incentre I que talla el segment GN  
en el punt P. 

2
cb3a3

r
3
c

rANIP
−−=−=−= , 

2
c3ba3

r
3
c

rGNPG
−−=−=−=  

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

IPG : 

9
bc3)cb(a6a7

36
)c3ba3(

36
)cb3a3(

PGIPGI
222222 ++−

=
−−

+
−−

=+=  

Siga ABC∠=α , 
a
b

sin =α ,  
a
c

cos =α . 

Aleshores, ( )αα+α+α−= cossin3)cos(sin67
9
a

GI
22

,  



 π

∈α
2

,0  

Considerem la funció, ( )αα+α+α−=α cossin3)cos(sin67)(f . 

0)('f =α  si 
4
π=α . 

La funció és estrictament decreixent en 



 π

4
,0 . 

La funció és estrictament creixent en 



 ππ

2
,

4
. 

La funció té un mínim en 
4
π=α . 

 

La mínima distància entre l’incentre i el baricentre s’assoleix en 
4
π=α . 

( ) ( )423
6
a

º45cosº45sin3)º45cosº45(sin67
3
a

GImín −=++−= . 

La distància màxima entre l’incentre i el baricentre s’assoleix quan 0=α  o 
2
π=α . 

En tots dos casos triangles degenerats: 

3
a

GImàx = . 

Aleshores, ( )
3
a

GI423
6
a <≤− . 
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9.- Proveu que els costats d’un triangle tal que el cercle inscrit talla una de les mitjanes 
en tres parts iguals són proporcionals a 5, 10 i 13. 
 
Solució: 

Siga 
2

cba
p

++=  el semiperímetre. 

bpBFBD −== ,  apACAF −== . 

Siga QRPQAPx === . 
 
Calculant la potència de A respecte de la 
circumferència: 

2
AFAQAP =⋅ . 

( )22 apx2 −= . 

x2
2

cba =++−           (1) 

2
a

BR = .      )bp(
2
a

DR −−=  

 
Calculant la potència de R respecte de la circumferència: 

2
RDRPRQ =⋅ . 

( )22 apx2 −= . 

x2
2

cb =−                   (2) 

Igualant les expressions (1) i (2): 
c2a = . 

 

Notem que el triangle 
∆

ABR  és isòsceles BRAB = . 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ABR . 

( ) Bcoscc2ccx3 222 ⋅−+= , aleshores, 
2

22

c2

c2x9
Bcos

+−
= . 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ABC : 
Bcosc2c2)c2(cb 222 ⋅−+= . 

222 x18cb += . 
2x18)cb)(cb( =−+ . 

Substituint (2) 

4
)cb(

9)cb)(cb(
2−

=−+ . 

)cb(
4
9

cb −=+ .     b5c13 = . 

Aleshores: 






=

=

c
5
13

b

c2a
   c, a, b són proporcionals a 5, 10, 13, respectivament. 
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10.- Siguen a, b, c els costats d’un triangle de semiperímetre p i  R el radi de la 

circumferència circumscrita. Demostreu que 
3

Rp8
Csin

c
Bsin

b
Asin

a 2333

≥++ . 

 
Solució: 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle: R2
Csin

c
Bsin

b
Asin

a === . 

( ) R2cba
Csin

c
c

Bsin
b

b
Asin

a
a

Csin
c

Bsin
b

Asin
a 222222

333

++=++=++ . 

 

3
Rp8

Csin
c

Bsin
b

Asin
a 2333

≥++    ⇔    ( )
3

Rp8
R2cba

2
222 ≥++    ⇔     

⇔    
3
p4

cba
2

222 ≥++    ⇔     

⇔    ( ) ( )2222 cbacba3 ++≥++    ⇔     

⇔    ( ) bc2ac2ab2cbacba3 222222 +++++≥++    ⇔     

⇔    bcacabcba 222 ++≥++ . 
 

0)ba( 2 ≥−        ab2ba 22 ≥+ . 

0)ca( 2 ≥−        ac2ca 22 ≥+ . 

0)cb( 2 ≥−        bc2cb 22 ≥+ . 
Sumant les 3 inequacions: 

bcacabcba 222 ++≥++ . 
La igualtat s’assoleix quan cba == , és a dir el triangle és equilàter. 
 


