1.- Ens donen una circumferéncia c de centre O i un punt fix F. Es tracta de trobar un
punt P sobre la recta FO de manera que, si T és el punt de tangéncia d’'una de les

rectes tangents tracades des de P a c, aleshores PF =PT.

Solucio:
Siga F fix tal que OF =a.
Considerem la circumferencia ¢ de centre O i radir.

Siga P el punt solucié del problema tal que b=0P, b>r.
Determinem b.

0
Calculant la potencia de P respecte de la circumferencia c:
PT =+/b%-r?.
PF=|b- 4.

Igualant ambdues expressions:

Jb? -r? =|b- 4.

Resolent I'equacio en la incognita b:
a2 +r2

b= . Notem que b3 r, aleshores P és exterior a la circumferéncia c.

El problema té solucio Unicasi a® 0 és a dir, si F no és el centre de la circumferéncia
C.

Construccio:
2
b= E + r_
2 2a

2
r
Calculem — =x
2a

r_x
2a r
X és quarta proporcional der, 2a, r:

A

Aleshores:
a

b==+x
2

al? H




2.- Siguen 4 rectangles iguals i un quadrat formen un altre
guadrat (veure figura).

L’area del quadrat gran és S i I'area del quadrat menut és
Q. La proporci6 entre les arees dels dos quadrats és

S

6 =9+ 44/5 . Calculeu la proporcié dels costats dels
rectangles.

Solucio:

Siga ABCD el quadrat gran de costat x = AB .

Siga EFGH el quadrat menut de costat y =EF .

Per hipotesi la proporcio de les arees és % =9+44/4:

2
a0
9+445 ==z .
&5
Aleshores, X =+/9+ 445 =2+4/5 .
y

Considerem el rectangle APHV.

AP =X
2

m:x_y+y:X;y,

Calculem la proporcio entre els costats del rectangle APHV:

X

E ty ; 2+J§+1 3+J_ 1+J_
AP X-y X ; 2+5-1 1+.5 2
y

D L % T
I I P
E{ E i

A P! %Q




3.- Siga un rectangle ABCD tal que AB = %ﬁ A l'exterior del rectangle dibuixem el

D
triangle DCF. Tal que 'angle BDFC =30° i els punts A, D, F estan alineats.
Siga D el punt mig del costat AD. Calculeu la mesura de I'angle DEBF.

Solucio:
A E D F
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e r,#‘
-~ _F_,.-"'
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B C

Siga a=AB. BC=2a.

D
El triangle DCF és rectangle.

D . 1 —
C: =sin30°=—. Aleshores, CF =2a.
CF 2

D
El triangle BCF és isosceles.
PBCF =bBCD+bDCF =90°+60°=150°.

Oo_ o]
Aleshores, DFBC =289%-150° _ 150

D -
El triangle BAE és rectangle i isosceles AB = AE .
Aleshores, DABE =45°. BEBC =45°.

DEBF =DPEBC- DFBC =45°-15°=30°.



4.- Donada una semicircumferéncia de diametre AB = 2R, es considera una corda CD
de longitud constant. Siga E la interseccié de AC amb BD i F la interseccio de AD amb
BC.

Proveu que el segment EF té longitud constant i direccié constant al variar la corda

CD sobre la semicircumferéncia.
Olimpiada espanyola 2007.

Solucio: /

BADB =90° ja que és un angle inscrit en la E
circumferéncia i abraga un diametre. C
DACB =90° ja que és un angle inscrit en la

circumferéncia i abraga un diametre.. ' D

D
Considerem el triangle ABE.
AD és perpendicular a BE, aleshores és una altura,
AC és perpendicular al AE, aleshores és una altura. = ™ &

D
F és l'ortocentre del triangle ABE .

Aleshores la recta EF és altura del triangle (les altures del triangle s’intersecten en
l'ortocentre).

Aleshores el segment EF és perpendicular al costat AB .

El quadrilater CFDE és inscriptible en una circumferéncia ja que els angles oposats
son suplementaris, DFDE =90°, BFCE =90°.
EF és el diametre de la circumferéncia circumscrita al quadrilater CFDE.

Per ser CD constant I'arc de la semicircumferéncia és constant.
Aleshores BDCED és constant i sabem la seua mesura la semidiferéncia dels arcs que

o_
abraca que sén constants, DCED = w =b.

D
Considerem el triangle CDE:
Aplicant el teorema del sinus:

CD . , . N . , D .
prore 2R on R és el radi de la circumferencia circumscrita al triangle CDE que és la

mateixa que la circumscrita al quadrilater CFDE.

. : CD |,
Per tant 2R és constant ja que Snb es constant.
sin

EF = 2R, és constant i val EF = 2R :Q.
sinb



D
5.- Siga O el circumcentre del triangle ABC . La bisectriu de I'angle A talla el costat
oposat en el punt P. Demostreu que:

AP’ +OA” - OP” =hc.
Solucio:

D
Siga R el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.
Aplicant la propietat de la bisectriu:

L = , aleshores, CP = ab Q)
CP a-CP b+c
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :
c?-a?- b?
cosC=——— 2
- 2ab

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC::
AP® =b2+CP" - 2bCP cosC .

D R -
Considerem el triangle isdsceles BCO, R =0B =0OC..
Siga a =bBCO.

a
cosa=—.
2R
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OPC:
OP° =R2+CP" - 2RCP cosa ..
—2 —2 — a
OP =R?+CP - 2RCP—.
2R
— L, —2 —
OP =R°+CP - aCP.
AP’ +OA” - OP° =§)2 +CP” - 20CPcosC+R2 - ?2 +CP’ - aCPO=
a a

=b? +CP(- 20xc0sC +a)=
Substituint les expressions (1) (2):

Cp? 4 ab B%bcz—az—b2 +als
b+c§ 2ab p
Cp? 4 ab &?-a%-p? +a9=
b+c§ a p
_p2 4 @b ®*-b°0_
b+c§ a g
2, 3D a+o)c-b)g_
b+cé a 7

= b2 +b(c- b) =hc.
Aleshores, AP +OA- - OP~ =bc.



6.- Siga ABCDEFGH un octdgon regular de radi 1. Demostreu que AB xAD = AC

Solucio.
L’octdgon regular esta inscrit en una circumferéncia de radi OA =1.

D
Considerem el triangle ACD esta inscrit en la circumferéncia
circumscrita a I'octogon.

DDAC = %, DADC =45°, BACD =180°- %

Apllcant el teorema dels sinus al triangle ACD

CD _ AC _ AD :
450 o
sin— sin45 S|ngLSO°- 13—59
2 e 2 g
Aleshores:
o
AB=CD = 2>e|n4§
o]
AD = 2>G|n135

_ (o] (o]
AB XAD =4 xsin 42 xsin 135

=4 —9(cos90° cos45°) 2>C0S45°.

AC = 2 xsin45°= 2 xcos 45° .
Aleshores, AB xAD = AC.



7.- Com s’aprecia en el diagrama, en un prisma quadrangular:
ABCD - AB,C,D,, AB=AD =2, DC=243

AA, =+/3. AD” DC, AC~ BD iel peu dela
perpendicular és E.

i) Proveu que BD~ AC.

ii) Determineu l'angle entre els planols A,BD, BC,D.
iif) Determineu I'angle format per les rectes AD i BC,

gue estan en planols diferents.
Problema selectivitat xinesa.

Solucié:

Calculem els costats i els angles del quadrilater ABCD. "

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ADC, D =90°:
x/22 + (2«/37)2 = 4. Els angles son BACD =30°, BDAC =60°.

D D
Els triangles ADC, AED so6n semblants i la ra6 de proporcionalitat és
2:1. Aplicant el teorema de Tales:
AE =1, DE=+/3.
DPDAE =60°, BDADE =30°.

CE=AC-AE=4-1=3.

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle CED:
BEDC =60°, BDCE = 30°.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AEB, E =90°:

BE =+/2%2-12 =43,

DABE =30°, BBAE =60°.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BEC, E =90°:

BC =132+ (/3] =245.

PBCE =30°, bCBE =30°.
Resumint el quadrilater ABCE és tal que:
AB =AD =2, CD=BC =24/3, DADC =DABC =90°, PBAD =120°, DBCD =60°.

D
Notem que BCD és un triangle equilater.

Considerem el prisma quadrangular amb les segtients coordenades cartesianes:
D(00,0), C[243.00), A(020), BW330).

D,(00+3), c,(2v30.43), A,[0243), B,[V333).



i)

BD = (- v3-30), AC=(23-2-43).
BD xA,C =0, aleshores, BD" A,C.

ii)

Siga a l'angle que formen els dos planols.

Els vectors directors del planol A,BD , sén DB = («/5,3,0), DA, = (0,2,J§)
El vector caracteristic del planol és:

ik
a=DB DA, =W3 3 0 =(3J§,-3,2J§)
0 2 43

Els vectors directors del planol BC,D, sén DB = («/§,3,0), DC, = (2«/5,0,1/5)
El vector caracteristic del planol és:

i ] k
b=DB DC,=|3 3 0|=(3V3-3-6v3).
243 0 3
L'angle entre els planols A;BD, BC,D és l'angle dels vectors caracteristics dels dos
planols:
ab=0. Aleshores a =90°.
i)

AD = (0-20), BC, = (\/3-3,V3).
L'angle format per les rectes AD i BC, és I'angle que formen els vectors AD, BCl'.

AD ><13—C1 = HEMB—Q xcosh.

6 = 2x/15 xcosb .

\15

b= arccosT =39°1353".



D -
8.- Per un punt qualsevol | interior del triangle ABC tracem el segment PQ paral-lel a
AB, el segment RS parallela BC i TU paral-lela AC (P,Sen AC,T,Qen BC; U,
R en AB). Proveu que:

PRRS, TV,
AB BC AC
Solucio: o

Siga r la distancia de | al costat AB, s la distancia de | al
costat BC, y la distancia de | al costat AC. Siguen h,,h,,h,

D T
les altures del triangle ABC respecte dels costats a, b, c, 5
respectivament.

D D
Els triangles ABC, PRC son semblants, aplicant el teorema
de Tales: P
PQ h¢-r
AB  h,

RS h,-s TU h,-t A U

Analogament, — , —
BC h, AC hy,
Dos triangles que tenen la mateixa base les arees son proporcionals a les altures:

D D -
Els triangles ABC, ABI tenen la mateixa base AB, aleshores:

I _ S
hc SABC
R S S
Analogament, S - sct 1 - Sna
a ABC hb SABC

%JrR_erﬁ he-r hy-s hy-t_

=3. gsABl + Seci + Saci g:
Spsc Sasc  Sasc g
. Spei *Seci t Sac -

SABC
3. Smc - p

ABC



9.- Una recta paral-lela a la recta tangent en A a la circumferencia circumscrita al

D P -
triangle ABC intersecta els costats AB i AC en els punts D i E respectivament.
Sabentque AD =6, AE =5 i EC =7. Determineu la mesura de BD.

Solucio 1:

D
Siga O en el centre de la circumferéncia circunscrita al triangle ABC .
La recta DE talla la recta AO en el punt P.

Siga x=BD, y=AP, R=AO.
Siga M el punt mig del costat AB, N el punt mig del costat AC

M=6;X, AN=2tT_¢.

D D
Els triangles rectangles AON, APE son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
AO _ AE

AN AP

R 5

—=_ 1
5y (1)

D D
Els triangles rectangles AOM, APD so6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
AO _ AD

AM AP E M

R _§6 (2) _,.-ll“ 0
6+Xx vy R q'((

2 (]
Dividint les expressions (1) i (2): i 8]
6+X_5 Resolent lequacié: x=BD=4,

12 6
Solucié 2:

Els angles BABC, BFAC so6n iguals per ser inscrits i abracar el mateix arc.
Con DE i AF son paral-lels BAED =BFAC .
Aleshores, BPAED =DABC.

D D
Per tant els triangles ABC, AED son semblants. Aplicant el
teorema de Tales:

A8 _AC
2D
AB 12

22 =22 =2 Aleshores, AB =10.
5 6

BD=AB- AD =10- 6 =4.




10.- El quadrat ABCD té costats de longituds, un cercle de centre E té radir. El cercle
passa pel punt D i D esta sobre el segment BE. El punt F esta sobre el cercle, en el
mateix costat de BE com A. El segment AF és tangent al cercle i AF =2r. Calculeu la

T
proporcié —.
s

F
Solucio:
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AED : -E
BD=s2. n :
BE=r +J—s
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AEE :
AE® =2 +(r +J§s)2 - 2s(r +«/§s)g

B o

AE® =s? +12 +42rs
Per ser F tangent al cercle, el triangle AEE és rectangle, F =90°.
Aplicant el teorema de Pitagores:
AE" =AF  +FE".
s2+r2 +./2rs =(2r)2 +r2.
- f2rs- s2=0.
Dividint I'equacio per s?:

49_- ; J_aei-- 1=0.
esSg e (%]

, - T
Resolent 'equacio en la incognita —:
s

2+ _7

S 8 2



