Ricard Peir6 i Estruch

1.- Dibuixem 9 cercles contigus tangents de radi 1/2 i tangents
a un cercle de radi 1.

Calculeu la distancia entre els centres del primer i darrer dels
cercles.

Problema Crux Mathematicorum M294

Solucio:

Siguen els centre del primer i segon cercle de radi % :

Per ser tangents els cercles de radi % , AB=1

Siga O el centre del cercle de radi 1, OA = OB =%

Siga C el punt de tangéncia dels dos primers cercles
de radi 1 .
2

Siga a =bBAOC.
Aplicant raons trigpnometriques al triangle rectangle

D
ACA, C =90°:

.1
a =arcsin=.
3

Siga D el centre de I'tltim cercle de radi % .

BAOD = 360°- 16a =36°- 16 mrcsin% =48927'37".

Siga d = AD.
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OAD :

2 2
o2 :geig +B80 2§3c0548°27'37"
e2g e2g 22

d =1.231208319



2.- Un quadrat ABCD esta inscrit en un sector circular I'arc la
vuitena part d'un cercle de radi 1. Dos dels vertexs del quadrat
estan en el radis i els dos altres estan en la circumferéncia.
Determineu I'area del quadrat. S’exigeix una resposta exacta de

a+b«/€

d
Problema Crux Mathematicorum M295

la forma

on a, b, cidsoén enters.

Solucio:

Siga c = AB el costat del quadrat.
L’area del quadrat és c?.

Siga x =OP . OB =1.

(0]
DBAOP = 42 .

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle OPA:
[o]
i = tg 4; = .\/E -1.

2X

Aleshores: x = L c= lJM/EC.
22 - 1) 2

00=0p+ B =312

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle OBQ:
2
@B+2 0 a&d
‘g‘ CI +¢-+
2 5 €2g
6+3v2 , _
2

= 12

1.

L’area del quadrat és:

, 2 2-42

C =
6+ 32 3
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. . D . — AD .
3.- Siga el triangle ABC . Siga D un punt del costat AC tal que SC =s, i Eun punt del

- D
costat AB tal que % =r. Determineu la ra6 entre les arees dels triangles ABC i

D
PBC.
Problema Crux Mathematicorum M300
Solucio:
. . D . D
Siga M l'area del triangle EBP, N I'area del triangle CDP.

D D
Siga X l'area del triangle PBC, S l'area del triangle ABC.

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén proporcionals a les bases,
aleshores:

Saep =M, S, =sSN. C
A (1+S)N, aleshores, X =1+—SN.
M ™M r
+ +
@+nM+sN =s, aleshores, (1+r)M=sX.
X+N
A+N+M _ r, aleshores, (1+s)N=rX.
X+M
Dividint les dues expressions: M= s+s) N.
r(l+r)
5(:]'—+S)+1+S+1+_89N
S _(+nM+(1+sN+X & r r g _s+s?+r+rs+l+s _
X X - 1+s - 1+s -

"
_(A+s)? +(1+9)
1+s

=1+s+r.
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D
4.- Siga el triangle ABC tal que BABC =BACB =40°. Si P és un punt interior del

triangle tal que BPBC =20° i BPCB =30° . Demostreu que BP=BA.
Problema Crux Mathematicorum M302

Solucio:

D
El triangle ABC és isosceles i DBAC =100°.
Siga b=AC=AB, a=BC.
PBPC =130°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:

a _ b a_  _ b
sin100° sin40°  sin80° sin40°° B

. 2 = — b . Simplificant: a = 2b >xcos40°.
2sin40°cos40° sin40°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle BCP:
BP _ a BP _ a

sin30°  sin 130°°  sin30° cos40°
o]
_BP - 2b>cos40 . Simplificant: BP_ 2xsin30°=1.
sin30° cos40° b

Aleshores, BP = b =BA .
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D
5.- En un triangle ABC la bisectriu de I'angle C talla la circumferéncia circumscrita en

R i la mediatriu de BC en P i la mediatriu de AC en Q. El punt mig de BC ésKi el
- D D
punt mig de AC és L. Demostreu que els triangles RPK i RQL tenen la mateixa area.

IMO 2007

Solucio:

Siga r el radi de la circumferencia circumscrita al triangle
D

ABC i O el circumcentre.

PKPC =90°- % PRPK = 90°+%.

BLQC = 90°- %, DRPK =90°+%.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle PKC:
PK =PCsin-~.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle QLC :
QL= Q_C>sin%.

_ o )
PRPKsin®00+ 28 PRAC i Scos=?
¢ 2o é2g é2g_PRX¥PCxsinC
QR ><QL>G|n€§0°+—9 QR>QC>G|n€é—:9>cosgé_:9 _
e 20 €2g  e2g_ QRXQCsINC
2 > 7 .

SRPK - 2

SRQL =

Aplicant la poténcia del punt P respecte de la circumferéncia circumscrita al triangle
AIgC :

PR¥C=r2-PO".

Aplicant la poténcia del punt Q respecte de la circumferéncia circumscrita al triangle
Algc :

QR>QC =r?-QO0".
?2 - P0*9sinC ?2 - 00°%inc
Srek = 2 SgaL = 2 .
4 4

D
DBQPO =bKPC =90°- % BOQP =90°- % Aleshores, el triangle OPQ és

isosceles, OP = 0Q .
Aleshores, Sgpy = Sgq, -
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6.- Determineu I'area del rombe ABCD, si els radis de les circumferéncies

D D
circumscrites al voltant dels triangle ABC i ABD son R i r, respectivament.
Shariguin 1176.

Solucio:

Siga c = AB =AD =BC =CD. Siga a =PBAD .
DPABC =180°a .

AC xBD

La superficie del rombe €s S 5 = 2

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
c _ AC
sinfpo- 29 sina
e 2g

= 2R. Aleshores, AC = 2R sina..

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD :

c BD _,. Aleshores, BD = 2r xsina .

. a si
sind sina
2

S asco =ACBD _ rrxsin?a.

Dividint les dues relacions del teorema dels sinus:

a_r
tg— =—.
2 R
Aleshores aplicant relacions trigonometriques de I'angle meitat:
1- cosa _ r?
l+cosa R?’
2 2
, ., -r
Resolent 'equacid, cosa = ———.
Re +r

- , aR?>-120 = Rr &

sin“a =1-cos“a =1- > Zj =~
R +r°g eR " +r°g

(2Rr)?

(R2+r2)2'

Sascp = 2Rrxsin a =



7.- En l'interior del quadrat ABCD s’agafa el punt M de manera que BDMAB =60°,

DMCD =15°. Determineu la mesura de I'angle BMBC.
Shariguin | 248.

Solucio:
Siga el costat del triangle AB =1.
La recta CM talla el costat AD en el punt E.

DCEA =90°+15°=105°, bEAM =30°, BEMA =45°, ECB=75°.

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle CDE:

CE=— Y =-/6-2.DE=tgl5°=2- 43
cosl15°

AE =1-DE =+/3- 1.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AME :

EM __ J§ L Aleshores, ﬁﬂz—%' JE
sin30°  sin45° 2

Notem que EM = %E

AEshoEs, M esta en la mediatriu del costat AB .
AM = BM, a més a més, DMAB =60°.

D
Aleshores, ABM és un triangle equilater.
BM = AB =CB

D
Per tant, BMC és isosceles, aleshores:
PMBC =180°-2x75°=30°.
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8.-

Quatre rectangles iguals estan disposats formant un quadrat de
tal forma que estan sobre un altre quadrat més menut.

Siga S I'area del quadrat exterior i Q I'area del quadrat interior.
Si I'area del quadrat exterior €s 9 vegades l'area del quadrat
interior, determineu la rad dels costats dels rectangles.

Crux Mathematicorum M310.

Solucié:

Si les arees dels quadrats estan en proporci6 9:1 la proporcio

dels costats és /9 : 1
Siguen els costats dels 4 rectangles a, b tal que a£b.

El costat del quadrat gran és a+b. b
El costat del quadrat menutés b- a.

a+b_«/§_

=——=3.
b-a 1 a
Aleshores,

a+b=3b- 3a

4a =2b

-2,
a

Aleshores la ra6 de proporcionalitat entre els costats dels rectangles és 1: 2
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9.-

Cinc circumferencies d’'igual radi r estan en l'interior d’una
circumferéncia de radi R com indica la figura. Les
circumferéncies de la linia de baix i la central és tangent a la
corda. Determineu el valor del radi R de la circumferéncia
exterior en funcio de r.

Problema Sangaku.

Solucio:

Considerem la corda AB . Siga D el punt mig de AB.
Siga O el centre de la circumferencia exterior.

Siga C el punt de tangéncia de la circumferéncia exterior i la superior interior.
- D

CD és igual a I'altura del triangle equilater LMN més 2r.
CD =143 +2r =[2+ 43} .

DO =CD-R=[2++3}-R

Considerem el triangle rectangle OBQ.
OQ=R-r, PQ=2r, O_P=ﬁ+r=(3+«/§)r- R.
Aplicant el teorema de Pitagores:
R- )2 =(2r2+(B+3)- RS
Resolent I'equacio:
12- 33

2

R =
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10.- En el triangle rectangle ABC, C =90°, siga CD l'altura sobre la hipotenusa.
Siguenri s els radis de les circumferencies inscrites als triangles

D D
rectangles ADC, BCD, respectivament. Determineu la longitud

D
dels catets del triangle ABC en funcid der, s.
Problema Sangaku.

Solucio: B
Siguen els catets a=BC, b=AC
c=AB=+a%+Db?.

D D
Els triangles ABC, BCD s6n semblants, aplicant el teorema de Tales:

E—C— , aleshores, CD= ab

C a /a2+b2 '

_ 2 _
Aleshores, AD = b— BD = a

va? +b? va? +b?
El radi de la circumferéncia inscrita a un triangle rectangle és igual al semiperimetre
menys la hipotenusa, aleshores:

2

b? ab
- b+ +
_AC+AD+CD 7= . Ja’+b® Ja’+b®
2 2
Simplificant, (2r +b)W/a? +b? =b(a +b) (1)
a’ ab
- a+
_BC+BD+CD z= _  Ja’+b® a’+b®
2 2
Simplificant, (2s +a)va® +b? =a(a+b) (2)
Dividint les expressions (1) (2)
2r+b _b
== ®3)
2s+a a
b= La (4)
s
Substituint I’expressié (4) en I’expressic’) (2):
.2
acér +— a a +g—9 :La$%+ La2
(%) esSg S S g
Resolent 'equacio en la incognita a:
Z4+8% +(r+sWr? +s? 5)
Substituint I'expressié (5) en I'expressio (4):
_r?+s® +(r +sr® +s? ©)
s



