Ricard Peir6 i Estruch

D
1.- En una circumferéncia de radi R esta inscrit el triangle ABC . En La recta AB
s’agafa el punt M (més enlla de B) tal que la distancia de M a la recta AC és igual a

AC . En la recta AC s'afaga el punt N (més enlla de C) tal que la distancia de N a la

recta AB és AB . Determineu la mesura del segment MN .
Shariguin 1265.

Solucio:
Siga M’ la projeccié de M sobre la recta AC, N’ la projeccié de N sobre la
recta AB. MM'=AC, NN'=AB .

s =
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle AMM': AM = A—CA
sin
| N | o AB
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ANN': AN = — A
sin
Dividint les expressions: ﬂ = g
AN AB

D D
Aleshores els triangles ABC, ANM son semblants i la rad de semblanga és:

AM 1 .
— = —— . Aplicant el teorema de Tales:
SinA

1 — : , . D
= , aleshores, MN =——— . Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:

sinA SinA

A
N
BC
MN
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2.- En el rectangle ABCD, AB =4, BC = 3. Determineu el costat del rombe, els vértex

del qual un és A, els altres es troben en els segments AB, BC i BD, respectivament.
Shariguin 1151.

iy O
Solucio: -
Siga el rombe de vértexs AEFG. .
Siga AE = X. . .G
Siga H la projeccio de G sobre el costat AB . :“x\
HB =x . Siga GH =h L.
D D ' ~
Els triangles ABD, HBG s6n semblants. Aplicant el teorema i
de Tales: A H E
h_3
—=_ 1
X 4 @
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHG :
(4-x)?+h? =x? 2)
Considerem el sistema format per les expressions (1) i (2)
1 64-1647
14h =3x asolucié del qualés] @
i a solucio del qual és .
1(4- x)? +h® =x* i, _16- 447
t 3
64- 1647

Aleshores el costat del rombe és x = 5
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3.- Siga donat el segment de longitud a. Tres circumferencies de radis R tenen els
centres en els extrems i en el punt mig del segment. Determineu el radi d’'una quarta
circumferencia que és tangent a les tres circumferencies donades.

Shariguin 1133.

Solucio:

Siga el segment AB i C el seu punt mig.
Suposem resolt el problema el centre de la quarta circumferéncia ha d’estar a la

mateixa distancia de A que de B, és a dir en la mediatriu del segment AB.

Siga O el centre.

Per ser la quarta circumferencia tangent a la circumferencia de centre C el punt de
tangeéncia és la interseccié D de la mediatriu i la circumferencia central.

Siga r =OD el radi de la circumferéncia.
D
El triangle ACO és rectangle.

OA =R+r, A_c=%, CO=R-r.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACO:
.2
R+1? =82 +R-n2.
e2g

Resolent I'equacio6 en la incognita r:
2
a

T16R

. . , a . N . e L,
Si el radi R és menor que 7 (les tres circumferencies inicials no sén tangents) el

problema és analeg.




Ricard Peir6 i Estruch

4.- En un paral-lelogram hi ha dues circumferéncies de radi 1 tangents entre si i amb
tres costats dels paral-lelogram cadascuna. Se sap que el segment dOun dels costats

del paral-lelogram, entre el vertex i el punt de tangéncia és igual a 3 . Determineu
I'area del paral-lelogram.
Shariguin 1129.

Solucio:
D W M’ C
W
P o
4
A, fl N B

Siga a =BBAD l'angle agut del paral-lelogram.
L’altre angle del paral-lelogram és 180°-a .
Siguen P i Q els centres de les circumferencies.
Siguen M, N, K, N’, M’, K’ els punts de tangéncia.
MN =2.
D
El segment de longitud J3 ésel gue forma lI'angle A ja que AMP és un triangle

rectangle i DPAM = % £ 450, PM=1.
popPM =2
2

D D
Aleshores els triangles AMP , PM'D s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
L _DPM Aleshores, DM =BN =£.
N 3

L'area del quadrilater és:

— e J390 12+8«/§_

Spsco = AB MM = (AM +MN +BDMM = /3 + 2+ 0% =
3 P 3
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5.- S’ha inscrit un quadrat ABCD dins d’un sector circular de

radi 1 de manera que hi ha un vértex sobre cadascun dels c
radis frontera i dos vértexs sobre I'arc frontera. Si I'angle y
central val 2q determineu el valor de q que fa l'area del
guadrat maxima. B
Cruz Mathematicorum M317 e ~
Solucio:
&
O
B
o =

Siga x = AB costat del quadrat.
La bisectriu de I'angle que determina el sector tall el quadrat en els punts M, N.

X — X
—— =1tgqg, per tant, OM = —ctgq.
>OM gq, p 5 aq

D
Considerem el triangle rectangle ANB ,
OB =1, @:%, ﬁ:o_wﬁzgctqu.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ANB :
2 2

1=€9—(9 +€e(—ctgq+x9 .
e2g e2 %)
Aillant x2
2 _ 4 _ 4sin? q
" 5+4ctgq+ctg’q  1+4singcosq+4sin?q
L’area del quadrat és S(x) = x2,

4sin?q
1+4singcosq+4sin®q
Determinem el maxim de la funcié area:
v 83inq(cosq+ 2sin q)
S (q) =7 . . 2 \
(1+4S|nqcosq +4sin q)

S(q) =

S'(9) =0 si q=0,180°, arctg€e719» 153°26'6".
€29

5'(0)>0, 5"(p) >0, S"FarctgE-E<0.
g e2 gy

Per tant, q = arctgge—lg és el maxim de la
€2 g
funcié area.
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D -
6.- En el triangle ABC, siga D el punt d’interseccié de AB amb la bisectriu interior de

I'angle C, i siga E el punt mig de AB . Demostreu que CD +CE <BC +AC.
Crux Mathematicorum M315.

Solucié: o c
Siga E el punt mig del costat AB .
- D
Siga CD la bisectriu del triangle ABC.
- D
Siga CH altura del triangle ABC
Considerem el punt C’ simetric de C respecte del punt mig E.
CE=CE. A ~H D Eﬁux JrrB
AC’BC és un paral-lelogram. e \ ;
D S \ ]
Aplicant la desigualtat triangular al triangle AC'B: Twl M)
BC + AC Sl

CC' <BC +AC . Aleshores: CE <

Suposem que A3 B.

El peu de l'altura H esta en la semirecta d'origen E i direccié EA.
La bisectriu referida a un vertex del triangle esta entre I'altura i la mitjana referida al
mateix vertex o €s una d’aquestes.

- D
El segment CD esta dins del triangle rectangle CHE .
DBCDB =90°+bHCD 3 90°.

D
Considerem el triangle CDE . A angle major li correspon costat oposat major.

Aleshores: CD £ CE. CD£CE<BC*rAC

Aleshores, CD +CE <BC + AC.
Si A £B, el raonament seria analeg.
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P N D
7.- La mitjana BK i la bisectriu CL del triangle ABC s’intersecten en el punt P.

PC AC
Demostreu que =C - =C =1
PL BC
Olimpiada rusa. A
Solucio:
Per ser K el punt mig del costat AC, CK = AK .
D
Aplicant el teorema de Menelau al triangle ALC: L K
. . CK AB LP
Els punts B, P i K estan alineats, aleshores, ——— =1.
AK LB CP
Aleshores, g :i (1)
PL LB "B
D
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle ABC :
AC AL
i (2)
BC BL

Restant les expressions (1) (2):
PC_AC_AB AL _AB-AL _BL_,

PL BC BL BL BL BL
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D
8.- Les hisectrius del triangle ABC referides als vertexs A, B, C s’intersecten amb la
circumferéncia circumscrita en els punts A,,B,,C,, respectivament. Siga | 'incentre, R

i r els radis de les circumferéncies circumscrita i inscrita, respectivament. Proveu que

1A, %C, 1A AC S 2r
a) 2a¥Cs g AAC 5 ) Dmec 2T
1B IBl SAlBlcl R
Solucié:

Siga O el circumcentre. Pel teorema d’Euler, oI’ =R2- 2Rr.

Per la propietat dels radis, r =4R min% min% min%.

Aplicant la poténcia del punt | respecte de la circumferencia:
A, #A =R2 - OI' = 2Rr.
Analogament IB, ¥B = 2Rr. IC, XC = 2Rr.

A T . B _r . C _r C1
Notem que sin—=—=, sin—=—=, Sin— = =.
2 B 2 IC
a)
2Rr 2Rr . A . B.C
— — _— —_— 2 — — —
IA1><ICl: o X_IC _ AR?? _ AR?2 :4R sin—sin—sin )
B IB IAMBSC T T T r
. A . B . C
sin— sin— sin—
2 2 2
:ﬂ:R.
r
b)
r r r
e A . B . C
IANC _IAXC _IANBNC _SN5 s sinm r2 o
B.  2Rr - - A_B_.C
B, Tr 2Rr 2Rr 2R>e|n—sm—smE
B 2 2 2
c)
Siga a, =B,C,, b, =A,C,, ¢, =B/A;.
DIAB:A,DIBA:E,DAIB:90+E.
2 2 2

PIA B, = 2, PIB,A, :%, PA B, =90 +%.

D D _ —
Els triangles BIC, C,IB; son semblants i la ra6 de semblanga és IB : IC, . Aleshores,

a_IB

a ic,

Analogament, b =, —= i
b, A, C; IB;

abc .

Spec . 4R _ abc B IC

1
SA1|31(:1 alblcl a'lblcl | 1| 1| 1 E EXIE R R.
4R
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9.- Si a, b, c son els costats d’'un triangle de perimetre 2.
Proveu que a® +b? +c? +2abc <2.

Solucio:
a,b,c 3 0 aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i geomeétrica:

atbtc, 3/abc . Aleshores, abc E%.

Considerem els vectors, (a,b,c), (1,1,1). Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwars:
(a,b,c)(11) £ [(a.b,c)|§| L]

2=a+b+c£aZ+b? +c24/3.

Aleshores, a? +b? +c? £ %

a? +b? +c? +2abc£g+2%:M:2<2.
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D e
10.- La circumferéncia inscrita al triangle ABC talla els costats AB, BC, CA en els

—_ — — = D
punts M, N, P, respectivament. Si AN +BP + CM = 0. Proveu que el triangle ABC és
equilater.

Solucio
AM =Ap =_8tb*tc gy a-brc .
2 2
Considerem la base del planol real {AB, AC}.
BC=- AB + AC. .
— -a+b+c—
AM=_2T2"Chg .
2c
Bn=2"P*CEe
2a P\ v B
AP = a+b+CA—C’
2b
—’N:—B‘+—[\’|:a+b-CA—B’+a b CE
2a 2a
BP=-AB +AP =- AB +_21P*C 8
CNi=-AC +AM = Z2*P*CoE 3¢
2c
m+@+a~ﬂ:8@+b-c_l+-a+b+c%+ga-b+c+-a+b+c_1%:6_
e 2a 2c a e 2a 2b o

Com el sistema de vectors {Aé, AC} és linealment independent, aleshores:

j_a+b— c 147 a+b+c -0
’I[ 2a 2c
T 2a 2b

o i-a’-b?+ac+bc =0

Simplificant, | :
f-a°-c“+ab+bc =0

Restant les dues igualtats: c? - b? +ac- ab =0.
(a+b+c)(c- b)=0.
Aleshores, b=c.
Substituint en la primera igualtat: - a?- c? +ac+c? =0.
Simplificant: a(c- a)=0.
Aleshores, a=c.

D
Per tant, el triangle ABC és equilater.




