Ricard Peir6 i Estruch

Problemes geometria 18
1.- Dues circumferéncies c, ¢’ tenen el mateix radi. Prenem dos punts fixos, Ai A’, a
cadascuna d’elles i, a més, hi definim dos punts B i B’ variables de manera que els

arcs AB, A'B' son iguals. Considerem el punt P que és el punt mitja del segment BB'.
Demanem:

Questi6 1:

Quin és el lloc geometric del punt P quan B es mou sobre la circumferencia c, tot

mantenint que els arcs AB i A'B' siguen iguals i del mateix sentit.

Questio 2:
Quin és el lloc geometric del punt P quan B es mou sobre la circumferencia c, tot

mantenint que els arcs AB i A'B' siguen iguals i de sentit contrari.

Solucio:
Podem considerar, sense llevar generalitzacio:
Que les circumferéncies c, ¢’ s6n de radi 1 i de centres respectius, 0,(00), 0,(d0)

Que A(10) A'(d+cosa,sina), B(cosb,sinb).

o1 02

Questio 1:
El punt B’ és igual al gir de centre O, del punt A’i angle b.
B'(d+(d+cosa - d)cosb- sinasinb, (d+cosa - d)sinb +sina sinb)
B'(d+cosacosh- sinasinb, cosa sinb+sinasinb)
B'(d + cos(a +b), sin(a +b))
El punt mig P del segment BB' és:
Pgd +cos(a+b)+cos b’ sin(a +b) + sinb':g'
e 2 2 2

ol a_aa+2bd a . aa+2boo
Pg— +C0S—-C0SG—-— COS —-Sin T
éz 2 @& 2 g 2

ezég

, . .. ad 0. . a
gue és una circumferencia de centre 95 O=<iradi COSE'
el g
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Notem que si a =180° el punt P és el punt fix ng,o
e2 o

Si les circumferencies son de radi r el lloc geométric és una circumferéncia de centre el
. . . a . .
punt mig dels centres O,,0, i radi rcosE on a ésl'angle que formen la recta O,0, i

la recta O,A".

Questio 2:

El punt B” ésigual al gir de centre O, del punt A’iangle - b.

B"(d+ (d+cosa - d)cos(-b) - sinasin(-b), (d+cosa - d)sin(- b) + sina sin(- b))
B"(d+ cos(a - b), sin(a - b))

El punt mig P’ del segment BB" és:

el a @a&a-2bb . a aa - 2b oo
P g— +C0S—COS¢ % SIN—CO0S =
2 2 & 2 g 2 & 2 gy
. ad 0 . R -
que és un segment de centre QE 0% longitud 2 i inclinacié th.
ez o

Si les circumferéncies son de radi r el lloc geometric és un segment de centre el punt
_ . .. .a
mig dels centres O,,0, longitud 2 i inclinacio th.

on a és l'angle que formen larecta 0,0, ilarecta O,A'.
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2.- Siguen els punts fixos B i C d’una circumferéncia. Siga A un punt variable de la
mateixa circumferéncia. Determineu el lloc geométric dels peus de les perpendiculars

baixades des del punt mig del segment AB sobre el segment AC .
Shariguin Il 76.

Solucio:
Considerem la circumferéncia de centre O(a,b) iradi R =+a® +b? que té

equacio:
(x-ay +(y- b)* =a’ +b?. 7
x2 - 2ax+y?- 2by =0.
Siguen els punts fixos de la circumferéncia B(0,0), C(2a,0) .
Siga A(c,d) un punt variable de la circumferéncia. A
Aleshores, c? - 2ac +d? - 2bd =0 (1)
Siga M el punt mig del segment AB, les seues _//O_
coordenades son:
mE 49
e2 2g M
Determinem el punt P(x,y) projeccié de M sobre el segment 1
KE: x
Siguen W:(}a?(-;—ygg CA =(c- 2a,d). ' B — C g
e a

Aquests vectors son ortogonals per tant:

g‘?(-g,y- g(—)(c 2a,d) =0
e 2 2g

2 2
cx-2ax--c—2—+ac+dy--d-2—:0 (2)

Substituint I'expressié (1) en (2):
CX- 2ax+dy- bd=0.

d= (2a - c)x 3)
y-b
El punt P pertany a la recta que passa per C, A que té equacio:
d
y= (x- 2a) (4)
c- 2a
Substituint I'expressié (3) en (4)
(2a- ¢c)x
y =-y-'.9.—(x - 2a). Simplificant:
- 2a

y(y - b) =-x(x- 2a).
y? +x?% - 2ax - by =0.

2 2
gil— bg +(x - a)® =a? +29
e 2g €29

2
. . . bo. . ab o . .
Aquest lloc és una circumferéncia de centre 8%,59 iradi .ja® + g£+ . Circumferéncia
e elg

2

gue passa per B, C, el centre de la qual dista de la recta AB la meitat de la distancia

del centre de la circumferéncia inicial a la recta AB.
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3.- Siga el trapezi ABCD de costats paral-lels AB i DC i les diagonals AC i BD es

tallen en P.
D D
a) si l'area del triangle APB és 4 ila del triangle DPC és 9.

(i) Demostreu que AP:PC =2:3.
D D
(i) Expliqueu perqué la raé de les superficies dels triangles BPC i BPA és igual a
3:2.
(iii) Determineu l'area del trapezi ABCD.
D D
b) Si I'area del triangle APB és x i la del triangle DPC és y Determineu l'area del

trapezi ABCD en funci6 de x, y.
Crux Mathematicorum M331

Solucio:

a)
(i)
- D D ’ ’ - - ’ -
Els triangles APB, DPC son semblants, la raé de proporcionalitat és igual a l'arrel
guadrada de la proporcio de les arees.

AB _ AP _ SA&;\/E:E
CD PC | Spee VO 3
(if)

Dos triangles que tenen la mateixa altura la bases son proporcionals a les arees.

D D
Els triangles BPC, BPA tenen la mateixa altura, aleshores:

Sere _PC _3
Saws AP 2
Analogament:
Sorc PC _3
Sora AP 2
(ii)
3 3
Sepc :ESAPB =Ex4:6-

2 2
Sora :§SDPC =§>®:6-

Spaeco = Sppc T Saps T Sgpc tSppa =9+4+6+6=25.

b)
Siga X =Spg: Y =Sppc -
Analogament que en l'apartat (aii)

Seprc :JE Sprc =\/z
Saps X Sppa X
Sepc ='\/¥SAPB =\/%XX=\/E'

X X
Sppa =\/;SDPC=\/;Xy:'\W-

Aleshores:
Sasco = Sppc +Saps *Sepc T Sppa :y+X+\/E+\/E:X+y+2\/E:(\/;+\/y)

2
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4.- Un quadrat de costat s esta inscrit simetricament en un sector de circumferencia de
radi r i angle central 60°, té dos vertex en I'arc circular i dos en els costats que formen

. . [
els radis del sector. Determineu el valor exacte de =.

.
Crux Mathematicorum M281.

Solucio:

0 A
Per la simetria de la figura.

P P D

OA = 0D, BDAOD =60°, aleshores, el triangle OAD és equilater, per tant:
OA =0D =AD =s.

OB=r.

— —_ D
OA = AB =s, aleshores el triangle OAB és isosceles.
DOAB =BDOAD +BDDAB = 60°+90°=150°.

0_ o
PBOA = _1.80....1.5.0._ =159,

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle OAB :
r _ S

sin150°  sin15°
S _ sin15° :\[é- \[2—

r sinl50° 2
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5.- Siga el quadrat ABCD inscrit en un sector circular de radi 1 que té dos vertexs
en l'arc i dos sobre els radis frontera (veure figura). Si I'angle central mesura
2q, determineu el valor g que fa I'area del quadrat maxima.

Crux Mathematicorum M317.

Solucio:

Siga x = AB = AD el costat del quadrat.
L’area del quadrat és S = x?.
Siga M el punt mig del costat AD.

0 £ 29 £, aleshores, 0£q£§.

o.
POAD = &ZZQ - 900-

q.

O

DOAB =180°-q.

D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle OMA :
OA=_2X

2sinqg’ o) A

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OAB :

.2

12=x2+& X 9 oy X cos(180°-q).
e2singg 2sing

_ 4sin’q
4sin®+4sing:cosq+1

Considerem la funcio:

2

4sin® + € pu
f@= 2 T 920
4sin“+4sing:cosq+1 20
F(q) = 83inq(cosq+23inq)
4sin2+4sinq><:osq+1)2
f'(@ >0, " ql éo%ﬂ Aleshores la funci6 és creixent en el domini.
a

El maxim s’assoleix quan q = > és a dir, quan el sector és la semicircumferéncia.
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6.- Considerem el con de revolucié amb una esfera inscrita tangent a la base del con.
Circumscrivim a aquesta esfera un cilindre de forma que una de les bases siga la base
del con. Siguen V,, V, els volums del con i del cilindre, respectivament.

a) Proveu que V; ! V,.
b) Trobeu el menor k a fi que V,; =k xV, . En aquest cas determineu I'angle que forma

la base del con i la seua generatriu.
Oposicions Arag6 2006.

Solucié: C
Siga R i h, el radi i l'altura del con.
Siga r el radi de 'esfera i el radi del cilindre.

Siga CH =h altura del triangle.
Siga O el centre de I'esfera.
Siga JKLM el quadrat secci6 del cilindre.

Siga N la projeccié de O sobre BC, ON =r . A

M
D
Siga ABC la seccio del con perpendicular a la base que passa el vertex /
C.
J

| Y,

D D
Els triangles rectangles CHB , CON s6n semblants, aplicant el teorema

de Tales:

r R hR
= aleshores, r =

h-r JRZ +n?  R+R? 07

Calculem els volums del con i del cilindre:
1
Vv, = 3 pR%h.

(AJ

=pr2r= ZpQ—

SR ++/R2 +h? 5

a)

Suposem que existeix R, h tal que V, =V,
3

2pG hR

6
8R+«/R2 +h?

=pR?h
3p

=1. Simplificant:

R .1
R+ RT 7§

aeho
eRra

3

Il
olkR
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X2

Considerem la funcié f(x) = x1 Jo+¥[.

3!

g§+ J1+ ng

La funcioé és continua i derivable en el seu domini.

§ll+ X2 - 192?1/1+ x2 - x2- 49
a3 )
x°/1+x2

f'(x)>0 quan xI JO,ZJE[, en aquest interval la funcié és creixent.

f'(x) =

f'(x)<0 quan xI JZJZ+¥ [ en aquest interval la funci6 és decreixent.

f'(x)=0 six= 24/2, aleshores, és un maxim de la funcio.
f(2«/§)=i:% < 1_

6 6
fog =—% gl
§+ 1+x29
A
Aleshores, eR g <1.
1+ 1+8Eh—929

g

Per tant, el volum del con i eI cilindre no poden ser mai iguals.

b)
Siga V, =kxV,
o
%: 8R +IR® +h’ , per lapartat a) la funcié f(x) = —~ gl

3
—pR°h +4/1+x2 9

3 p ? X [4]

El valor menor de k s'assoleix en el maxim de la funcié f(x).

1 1

— == quan x———2+J_

k 8 g R

Esadirquan k=8 i tga= % =2+42 0 a ésl'angle que forma la base del con i la

seua generatriu.
a » 70°3144" .
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7.- Siga el quadrilater ABCD inscrit en una circumferéncia en qué AB = BC . Siga K el
punt interseccio de les diagonals. Determineu la longitud del costat AB si BK =b,
DK =d.

Shariguin 1194. B

Solucié: A%\C
Siga a=AB. E
Siga E el punt mig del segment AC.

D
El triangle ABC és isosceles.
Siga a = DBAC =DBCA.

Per ser angles inscrits i abracar el mateix arc: D
BADB =bDACB =a.
Siga x = AK .

Aplicant la poténcia de K respecte de la circumferencia:
AKxCK =BK>DK =hd.

Aleshores, CK = bd
X
AC = AK +CK =x+24.
X
e AR~ 2
E :ég = x” +bd .
2 2X
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AEB:
_AE _ x?+bd
c0sa = =—=———.
AB 2ax

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AL%K X
b? =a? +x? - 2axxcosa .
x2 +bd

2ax

b? =a? +x? - 2ax . Simplificant:

a2 =b2 +bd.
a=AB =+b%+Dbd.
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D P
8.- Siga el triangle ABC. Siga R el punt mig del costat BC. Siga S un punt del costat
- - - - D
AC tal que CS =4>SA . Siga T un punt del costat AB tal que I'area del triangle RST
o il
és el doble de 'area del triangle TBR . Calculeu %

Crux Mathematicorum 28-1 pag. 2.
Solucié:
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son proporcionals a les bases.

D D
Siga X l'area del triangle TBR . Siga S l'area del triangle ABC.
Aleshores, S = X.

S B
S arc R

4 2
Ssre =ESARC _ES T

2 3 R
S =S5-3X-=S==S- 3X.
AST 5 5
S,c =55 4 =35 - 15X
Sgrc =Sasc - Sarc =S- (3S-15X) =-25 +15X.
Sgrc = 2S15r = 2X. A s
13

Aleshores, - 2S +15X = 2X, aleshores, S =?X )

AT _Sac _3S-15X _9

TB  Sgrc 2X 4
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9.- Siguen 4 esferes d'igual radi R, cadascuna tangent a les altres tres. Determineu el
radi de dues esferes que son simultania tangents a les quatre esferes.
Crux Mathematicorum M31.

Solucié:

Siga r el radi de I'esfera interior tangent a les 4 esferes de radi R.

El centre d’'aquesta dista R +r dels centres de les quatre esferes inicials.

Els centres de les quatre esferes inicials formen un tetraedre regular d’aresta 2R.

El centre de I'esfera tangent a les 4 esta en el centre del tetraedre anterior. (el centre
del tetraedre és el centre de I'esfera circumscrita al tetraedre.

Elradi R, de I'esfera circumscrita a un tetraedre en funcio de I'aresta a és:

6

RlzTa.

En aquest cas:

N3

R+r=—2R.
4

Aleshores el radi de I'esfera tangent interior a les 4 esferes inicials és:

=6

6 0
r=§—-1;R.
2 (%]

Siga S el radi de I'esfera exterior tangent a les 4 esferes de radi R.

El centre d’'aquesta dista S - R dels centres de les quatre esferes inicials.
En aquest cas:

N3

S-R=—2R.
4

Aleshores el radi de I'esfera tangent exterior a les 4 esferes inicials és:
&/6

5
S=§—+11R.
2 (%]
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10.- Una corda de 6 cm de longitud divideix la circumferéncia en dos segments
circulars. En el menor esta inscrit un quadrat el costat del qual mesura 2cm.
Determineu el radi de la circumferéncia.

Gusiev 195.

Solucio:
Sﬁa A_Elac_orda i PQRS el quadrat inscrit en el segment de circumferéncia.
AP =PQ =QB =2.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APS: S s
AS =22
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AQR:
AQ =25 . A .
Siga a = DSAR . o

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ARS:

22 =[2y2) +[2J5) - 2522245 xcosa.

cosa = 3@. sina =@.
10 10

Siga r el radi de la circumferéncia inicial.

D
La circumferéncia inicial és circumscrita al triangle ARS . Aplicant el teorema del sinus
a aquest triangle:

i =2r Aleshores, r = «/Ecm.

sina



