Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria 2

D —~
1.- Siga el triangle equilater ABC . Siga P un punt en I'arc menor BCde la

D -
circumferéncia circumscrita al triangle ABC . El segment AP talla en el punt D el
costat BC
Proveu que 21,1 A
PD PB PC

Solucio:
D -
Siga el triangle equilater ABC, a= AB.
D D
Els triangles BDA, BPA sén semblants (DABD = DAPB = 60°, E‘wp/c
DBBAD =DBAP ), aplicant el teorema de Tales:
BD _AD 1 AD

— =——, aleshores, — =—— Q)
PB a PB a>BD

D D
Els triangles ADC, APC s6n semblants (DACD =BAPC =60°, BDAC = BDPAC),
aplicant el teorema de Tales:
D AD 1 AD
C: =——, aleshores, — =—— (2)
PC a PC axCD

D D
Els triangles ADC, BPD sén semblants (BACD =bBPD =60°, BDAC = bDBP),
ap_licanﬁl teorema de Tales:

CD _AD 1 AD

— =——, aleshores, — = ——— 3)

PD BD PD BDxCD

Sumem les expressions (1), (2) i utilitzant 'expressio (3):

1,1 _AD@l 106 ADZBD+CDO_AD a __AD _ 1

PB PC aéBD CDg a $BDCDj @ BD>xCD BD>XCD PD’



Ricard Peir6 i Estruch

D P - -
2.- Siga el triangle ABC . Siga D un punt del costat BC tal que CD =2 BD i siga E un

R - - D
punt del costat AC tal que AE = SCE. Si l'area del triangle CED és 8cm?, calculeu

D
l'area del triangle ABC.

Solucio:

D
Denotarem [XYZ ] com l'area del triangle XYZ .
Siga x :ﬁ, 2X =E), 2y =E, 3y = AE.

D D
Els triangle CED i EAD tenen la mateixa altura,
aleshores, les seus arees sén proporcionals als costats:
[EAD] - 2B _3Y aleshores, [DEA]= 38=12cm2.
|CED| CE 2y 2

D D
Els triangle DAB i CAD tenen la mateixa altura, aleshores, les seus arees son
proporcionals als costats:
[bAB]  BD

(D]~ o5 .+ aleshores, [DAB] 2([CDE]+[EAD]) 5(8+12) =10cm?.

[ABC] = [cDE] + [EAD] + [DAB] = 8 + 12 +10 = 30cm?.
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3.- En un triangle qualsevol ABC rx, £ Ve on r és en radi de la circumferencia

inscrita i r, €s en radi de la circumferencia exinscrita tangent al costat a.

Solucio:

D
Siga p el semiperimetre del triangle ABC.
Siga | el centre de la circumferéncia inscrita.
Siga J el centre de la circumferéncia exinscrita.
Siga D el punt de tangencia de la circumferencia inscrita
i el costat b.
Siga E el punt de tangencia de la circumferencia
exinscrita i la prolongacié del costat b.
CD=p-c.
AE=p.
CE=AE- AC=p-b.
DE=CD+CE=p-c+p-b=2p-(b+c)=(a+b+c)- (b+c)=a.
Notem que 1J 3 r+r,.

La igualtat es déna quan AB = AC.

D —
Considerem el triangle rectangle IFJ tal que F pertany al segment JE .
(r+r,)2 £0° =IF* +JF° =DE" +JF =a? +(r, - r)?. Simplificant:
2rx, £a®- 2rx,. Aleshores:

a_2
rx, £ 7

D
La igualtat s’assoleix quan el triangle ABC és isosceles, essent a el costat desigual.
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4.- Siga el triangle acutangle ABC, AB =10cm, AC =14cm. Siguen AH altura, AV

- - D
bisectriu, AM mitjana, tal que HV =MV . Calculeu l'area del triangle ABC.

» A
Solucio:
En qualsevol triangle la bisectriu esta entre I'altura i la mitjana.
Siga x =HV =MV, y =BH. Aleshores, BC =2>xBM = 4x + 2y .
D
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle ABC : |
10 14 . o B H
= . Simplificant: 4x- y=0 Q)

X+y 3x+y

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BHA :
AH” =107 - y2 2)

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHC :
AH® =142 - (y+ 4x)? 3)
Igualant les expressions (2), (3):
102 - y? =142 - (y +4x)? 4)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (4):
14x-y=0 x =42

i, , la solucio del qual és: | .

12X +xy-12=0 fy =42

BC =4x+2y =1242. AH=4102-y? =/68.
_BCxAH _ 1242468 12 3hem?.

S = 3
ABC > 5
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5.- Siga el triangle ABC i M el punt mig del costat AB .

D
Si BbCAM +DMCB =90°, aleshores, el triangle ABC és rectangle o isosceles.

Solucio: C
Siga a =BCAM, b=DMCB.

: . : D CM
Aplicant el teorema dels sinus al triangle CMB : C =—. i

2sinb  sinB
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AMC :
c _CM

2sin(180°-(C- b)) sina .
Dividint ambdues expressions: sm(Q b) _ sina () # b

sinb sinB
Notem que C =180°-(a +B). Per hipotesi a +b =90°.
Aleshores, C - b =180°-(a +B)- b =180°B - (a +b) =180°- B- 90°=90°-B
Substituint en I'expressio (1):
Sin(90°-B) _sina Aleshores, .
sin(90°-a) sinB cosa sinB

Per tant, sin 2B =sin2a . Aleshores, B=a,obé B=90°a.

cosB _ sina

D
En el primer cas, B =a el triangle ABC és isosceles.

D
En el segon cas, B =90° a. C =180°-(a +B) =90°, el triangle ABC és rectangle.
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6.- Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. Siga D el punt mig del costat BC.
Siga F el punt mig de AB, E el punt mig de AF, G el punt mig de FB.
Siga P la interseccié de AD i CE . Siga Q la interseccié de AD i CF. SigaR la

intersecci6 de AD i CG . Calculeu la ra6 —=2 .
QR
o
Solucio:
La mitjana sobre la hipotenusa d’'un triangle rectangle
mesura la meitat que la hipotenusa, aleshores, el triangle D
D
ADC és isosceles. BCAD =C. n
Siga a =PCEA, b=DCFA, g=bCGA. ) o
—_ O_
BDAE =90°-C. . = = g

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CAE :

— , EO _ \/16b? +c?
4

c )
E=_b° +c—= . cosa =————, sina =
edg

4b
J16b? +¢c2 J16b2 +¢c?

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AEP:

c__4
AP AE o AEsina _ 4 \J16b2 +c? _a
sina  sin(180°-(90°-C +a)) ' cos(@a - C) c b, 4 ¢ 5’
J16b2 +c? @ 416b% +c? @

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CAF:

- .2 / 2 2
CFE = }bZ +€&—:2 _N4b”+c” b - ° sinp=_—_2P
20 2 V4b? +c? V4b? +c?

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AFQ :
AQ _ AF E_ AFsinb _E
sinb  sin(180°-(90°-C +b)) ’ cosp-C) 3°

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CAG:

=G 2,388 _J16b% +9c’ 3c 4b

CG=./b . C0Sg=———— =, sinb=

&4 g 4 21607 +9¢2 J16b2 +9c2

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AGR :

AR _ AG AR = AGsing _3a
sing sin(180°- (90°-C + @)’ cos@@-C) 7
a a




Ricard Peir6 i Estruch

7.- Siga el triangle acutangle ABC Slguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga

AH BH CH
H l'ortocentre. Demostreu que — + —=+—

AD BE CF

Solucio:
Denotem [XYZ | = area del triangle XYZ .
Si el triangle és acutangle H pertany a l'interior del triangle.

AH BH, CH_AD-HD BE-HE CF-HF _3. @HD  HE  HFO 1)
AD BE CF AD BE CF éAD BE CFg

Els triangles ALg;C, HEC tenen la mateixa base E, aleshores, les arees son
proporcionals a les altures: A
HD _ [HBC] | __[ CA] HF _[HAB]

> —m Analogament, — _I—J oF [ABC .

Substituint en I'expressio (1) F
AH ,BH, CH_, @D HE HFO_, aHBC , HeA] | [HaB]6_

AD BE CF Ab BE CF5 _ glaec] |aBc] [aBCly B D

[HBC] [HCcA|+[HAB] _ s |ABC

[ABC] [ABC] ~ %
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8.- Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. Siguen BD, CE bisectrius. Siga |
l'incentre.

D
Determineu la relacié entre les arees del triangle IBC i del quadrilater BCDE.

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90° isigar el radi de la circumferéncia inscrita.
El radi de la circumferéncia inscrita d'un triangle rectangle és igual al semiperimetre
menys la hipotenusa. Aleshores:
at+tb+c -a+b+c
r=—— —-a= —————

2 T2 .
D
L’area del triangle IBC és:
_ax _(-a+b+cla
SIBC - - ’ D
2 4 L
Aplicant la propietat de la bisectriu a BD: \
L -2 aleshores, AD= bc_ Iy E B
AD b- AD a+c
Aplicant la propietat de la bisectriu a CE :
D -2  eshores, AE=_2C
AE c- AE a+b
D
L'area del triangle AED és:
AE *AD b?c?
Spep = = .
2 2(atb)(a+c)

. . b, _bc
L'area del triangle ABC és S 5. ey
L’area del quadrilater BCDE és:

bc b2c?
Skepe = Sasc - Saep S 2@+b)ato)

D
Calculem la proporci6 entre les arees del triangle IBC i del quadrilater BCDE:
Siec_ _ (-atb+c)a

Secoe 46&)_C&_‘[_ bc 00
éz g (a+b)(a+c) gy
_ (-ra+b+c)a _(-atb+cla(a+b)(@+c) _
B opclatb)@+c)- be ~ 2bc(@® +ac+ab)
(a+b)(a+c)
_(-a+b+c)(a+b)@a+c) _(-a+b+c)@*+ab+ac+bc) _
- 2bc(a +b+c) - 2bc(a +b+c) -
_(-a+b+c)a(@+b+c)+bc) a(b+c)?- a?)+bc(-a+b+c)
- 2bc(a+b +c) B 2bc(a+b +c) B

:a(2bc)+bc(-a+b+c): bc(a+b +c¢) _1
2bc(a+b+c) 2bc(a+b+c) 2°
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9.- Calculeu la ra6 entre les arees d’un triangle i el triangle format per les seues
mitjanes.

Solucio:

D -
Siga el triangle ABC de mitjanes AD, BE, CF.
L’area del triangle utilitzant la formula d’Her6 és:
_J@+b+c)(-a+b+c)(a- b+c)a+b-c) _

SABC 4
Jb+c)? - aJaZ - (b- ¢)?)
4

= area¥¥7= 2 43 cm®

_ J_ a - b*-c?+2a%2 +2a2c2 + 2b2c2 arealtBC=324 cm®
= 2 . Yprnp.érees= 0,75
La férmula de les mitjanes en funcio dels costats és:
» _2b%+2c?-a’ , _2a’+2c?-Db? » _2a’+2b?-c?
m,” = 2 , my° = 2 , mS = 2 .

D - - - - -
Siga XYZ el triangle tal que XY =AD, XY =BE, YZ =CF.
L’area del triangle de costats formats per les mitjanes és:
_ '\/(ma +mb +mc)(_ m, +mb +mc)(ma -my +mc)(ma +mb - mc) _

4
\/((mb ) mc)2 } maZX{naz - (M, - mc)z)
4

S XYz

2 2 2 2 2)2
:\/4mb m. _(mb tmg _ma)

4
.2
\/42a2 +2c®-b*2a*+2b% - ¢* a®a’-b*-c?0
B 4 4 é 4 5 _
4
- 9a*- 9b* - 9c* +18a%b? +18a%c? +18b?c?
42
" =
_34-a%- b* - c* +2a%h? + 2a2c? + 2b2c?
4 4 '
La rad entre les arees dels dos triangles és:
Sxvz =§.
SABC 4

AL L
4 £a
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10.- En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga AD laltura sobre la hipotenusa.

D D
Siga |, lincentre del triangle ADC, I, 'incentre del triangle ADB . Calculeu els angles

, o . o — . a
del triangle ABC sila suma de les distancies de |, |, al'altura AD eés igual a 7

Solucio:
D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°, suposem b £c.

D D
Els triangles ADC, ADB so6n rectangles i semblants C

. D =
al triangle ABC. ) O
L’'area del triangle AEC és: " R
a XSD = %C , aleshores, AD = %C (1) I;’i
Siga r, el radi de la circumferencia inscrita al triangle &
AIZD)C.

Siga r, el radi de la circumferéncia inscrita al triangle
D

ADB.

La suma de les distancies de I, |, a l'altura AD és:

LQ+1,P =r, +r,. Per hipotesi, Il_Q+I2_P:% @)

El radi de la circumferéncia inscrita d'un triangle rectangle és igual al semiperimetre
menys la hipotenusa. Aleshores:

AD +CD+b AD +BD +c
N=————-b, r,=——-c¢
2 2
AD +CD+b AD +BD+c 2xAD +a-b-c
r+r, = -b+ -c= .
2 2 2
Substituint les expressions (1) i (2):
a 2E+a-b-c
Z-_24a . Simplificant:
4 2

a® +4bc - 2a(b +c)=0.

Aplicant el teorema de Pitagores:

b2 +c? +4bc =2(b +cWb? +c? =0. Elevant al quadrat:

b* +c* +2b%c? + 8b3c +8bc?® =4(b? +c? +2bc)(b? +c¢?). Simplificant:
3b* - 10b%c? +3c¢* = 0. Resolent 'equacio en la incognita b:

NG

, aleshores, B = arct? =309, C =90°-B =60°.

w|§|
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11.- En qualsevol triangle (p- a)(p- b)(p - c)£a—gC essent valida la igualtat quan el

triangle és equilater. Amés amés, 0< sin%sin%sin% £ %

Solucio:

Jaz-(b-cf £a U0 .(a+b-c)@a-b+c)£a.
Aleshores:

J@+b-c)a-b+c)£a.

J-a+b+c)a+b-c) £b.

J(a+b+c)(a- b+c) £c.

Multiplicant les desigualtats:

J(a+b- c)’(a- b+c)*(-a+b+c)® £abc . Simplificant:
(@a+b-c)@-b+c)(a+b-c)Eabc Q)
a+tb-c=a+b+c-2c=2p-2c=2(p- c).
a-b+c=a+b+c-2b=2p-2b=2(p-b).
-a+tb+c=a+b+c-2a=2p-2a=2(p- a).
Substituint en (1):

8(p- a)(p- b)(p-c)E£Eabc.

(- a)(p- b)(p- c)ﬁ%.

La igualtat és valida quan les desigualtats inicials es transformen en igualtats, és a dir,
guan b=c, a=c, és adir quan el triangle és equilater.

Demostrem que 0< sin%singsinE EE.
b +c?- a’
sinz(afigz 1- cosA _ 2be _2bc-b*-c®+a’ _
e2g 2 2 4bc
_a’+(b-c)* _(a+b-c)@-b+c)_(p-c)p-b)
© b - 4bc - bc '

per tant, singégz w
e2g bc
Anélogament: sin@2 9= [@-a(P-©) g 0o_ (- 2)(p- D)
e2g ac &2 5 ab

_ 2 _ 2 _ 2 _ _ _
0<smésm5$w9:/m a)°(P-0b)(P-¢)” _(p-a)p bMJC)Eam =1_
2 2 \ a’b?c? abc 8abc 8

v
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12.- En un triangle isésceles ABC, AB = AC, siga BD la bisectriu tal que
BC =BD + AD.
Calculeu I'angle A. (Problema resolt en Crux Mathematicorum).

Solucié (Jimmy Chui):
Siga B =C =2a . Aleshores A =180°-4a.
Construim el punt E en el costat BC tal que DE =CE.

D
El triangle CDE BCDE =2a .
Aleshores el quadritater ABED és ciclic ja que els angles oposats s6n suplementaris.
Els angles BABD, BDBE so6n iguals, aleshores les cordes que abracen son iguals,

per tant AD =DE .
Aleshores, DPDAE =DAED =a.

BC=BD +AD=BD+DE =BD+CE (1)
BC =BE + CE 2)
De les relacions (1) (2) tenim que:

- . D
BD =BE . Aleshores el triangle BED és isosceles, DBDE =PBED.
DBED =180°-bDEC =180°- (180°-4a) =4a.

DbBDE = =180°-5a

360°- (BD+DE) _ 360°- (8a +2a)
2

4a =180°- 5a . Resolent I'equacio: a =20°. Aleshores, A =180°-4a =100°.
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13.- Els quadrats dels costats d’'un triangle ABC soén proporcionals a 1, 2, 3.
D
Demostreu que el triangle ABC i el triangle format per les mitjanes son semblants i

D
gue els angles formats per les mitjanes soén iguals als angles del triangle ABC.

Solucio:
Siga a® =k, b? =2k, c¢? =3k (els quadrats dels costats s6n proporcionals a 1, 2, 3).
D
Notem que el triangle ABC és rectangle. c®> =a® +b?. A
D
Els costats del triangle ABC mesuren: a =+/k, b =2k, c =3k .
D
Els angles de ABC s6n C =90°, cosAzﬁzﬁ, cosBzﬂzﬁ. E
J3k 3 % 3
a) _
Siguen les mitjanes m, = AD,m, =BE,m_ = CF. Siga G el baricentre. o o]
Calculem les mitjanes amb la férmula de la mitjana en funci6 dels costats:
» _2b%>+2c?-a? 4k+6k-k _9 2 _2a® +2¢®- b? _ 2k+6k-2k _6
m,“ = = ==k, m,“ = =—k,
4 4 4 4 4 4
» _2a®+2b%-c? _2k+4k-3k _3
m. = = = k.
4 4 4

3 fom, =B, -

- A

D
Les mitjanes del triangle ABC mesuren: m,
Provem que el triangle de costats a, b, ¢ és propormonal al trlangle de costats
m,, my,m,.

a_«/E_Z«/g b:@:& c_«/3_k:&.

3’ 3 3
T B M L Mo Sk
, . . . 243
Aleshores els triangles sén semblants i la rad de semblanca és =3

b)
Aplicant la propietat del baricentre:

C_=§ —LJ_ BG—gmb J—J_ GD—§m J_

C

Notem que CGB és rectangle, ja que CG’ +BG  =BC’ , aleshores, BCGB =C =90°.

D D
Aplicant el teorema del cosinus als triangle DGB i CGD :

2 .2 N
2 - ?&0 g N3

e 7 e 7]
cosbDGB = J_ :ﬁ = COSA.
-2—f J_
o
9— k= -9— k- e
e2 g e2
cosbCGD = g— g =cosB.

J_
- 25&?&



D
14.- Si en un triangle ABC la mitjana m_ = i la bisectriu v

by3
2
triangle és equilater.

Solucio:

D
Siga el triangle ABC.
La férmula de la mitjana d’un triangle en funcio dels costats és:

_ J2b% +2¢2 - a2

2 2

2
6 2 2 .2

Aleshores, aqﬁ: -2 +2cT-a Simplificant;

2 p 4
a’?+b%- 2c?=0.
a’ +b?
c? = 1
> 1)

La férmula de la bisectriu d’'un triangle en funcié dels costats és:

y :Jab(a+b+c)(a+b- c)

¢ a+b
.2
0 -
Aleshores, gé—ﬁ: = ab(a+b+c)(a;+b C).
2 5 (a+b)
2 _ A2
icz _ab(@+b)” - c?) @
4 (a+b)?
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):
® 2 +p%0
aba(a +b)? - & 079
§a2+b2 _ § 2 5
4 2 (a+b)? '
3. 2.2y ab 2 L2
—(@“+b%)=———(a” +b” +4ab).
8 2(a+b)

3(a® +b?)(a+b)? =4ab(a® +b? + 4ab).
3a* +2ba® - 10b%a’ +2b%a +3b* =0.
Factoritzant el polinomi:
(a- b)?(3a® +8ba+3b?)=0
Aleshores, a=b.
(Notem que 3a® +8ba+3b%1 0).
A partir 'expressio (1):
o2 :a2+b2 _ a2 +3a2 a2

2 2
Aleshores, a=c.

D
Per tant el triangle ABC és equilater.
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2




