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1.- La linia mitjana d’un trapezi isdsceles mesura a i les diagonals sén perpendiculars.
Calculeu la seua area.
Gusiev 250

Solucio:
Siga ABCD un trapezi isosceles de costats D c

paral-lels x= AB, y=DC.
Siga O la interseccio de les seues diagonals. O
DPAOB =bCOD=90°.

Siga h =DH altura del trapezi. E -

D D
Els triangles ABO, CDO son rectangles i
isosceles.

D
L’altura h, del triangle ABO sobre el costat A B

AB és: h, =20 =X
2 2 L

, . D P CD
L'altura h,del triangle CDO sobre el costat CD és: h, = > =

N <

Aleshores l'altura del trapezi és:

h=h, +h, :%(X"'Y)-

Siga a = EF la paral-lela mitjana.

Aleshores, x +y =2a. Si construim el trapezi simetric de I'inicial respecte del punt F:
EE =x+ y =2a.

L’area del trapezi ABCD és:

_AB+CD, x+yx+y _
Sasco = 2 h= > 2 =a’.
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2.- Determineu I'area del paral-lelogram si els seus costats s6n a, b a >b il'angle que
formen les seues diagonals és a .
Gusiev 261.

Solucio:

Siga O la interseccio de les diagonals.

Siga a =DAOD, angle de les diagonals.

La interseccio de les diagonals d'un paral-lelogram
divideixen la diagonal en dos parts iguals.

Siga x =A0 =CO, y=BO=DO.

L’area del paral-lelogram ABCD és: A B

. ) .
S=258,,, +25S,,, =2 xy>sina 2 Xy xsin(180

) = 2xy >sina .

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AOD:
b? =x? +y? - 2xy xcosa .

Aplicant el teorema del cosinus al triangle A(D)B:
a? =x?+y? + 2xyxcosa.
Restant ambdues expressions:
a® - b2 = 4xy xcosa .
_a?-Db?

Xy = .
Y 4cosa

a-b? a’-b?

S =2xy xsina =2 sina =
4cosa

tga .
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3.- Calculeu I'area d’'un trapezi amb un angle agut a en la base si sabem que una de
les bases del trapezi és el diametre de la circumferéncia de radi R circumscrita la
trapezi.

Gusiev 262.

Solucio:
Siga eI_trapezi ABCD inscrit en una circumferencia de radi R. D

Siga AB =2R, a =bDAB
Per ser els costats AB, CD paral-lels:

DCAB =DDCA. Aleshores els arcs AD =BC. A H e}
Aleshores el trapezi és isosceles.

Siga DH altura del trapezi.
La superficie del trapezi és:

S:@ﬁ_

Per ser angle inscrit en la circumferencia i abragar mitja circumferéncia:
BADB =90°.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ADB :
AD =2R xcos a .

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AHD :
DH = AD xsina = 2R xssina xcosa = 2R xsin2a..
AH = AD xcos a = 2R xcos? a .

CD=AB- 2¥AH = 2R - 4Rcos?a = 2R(L- 2cos? a).

AR LD _ 2
S = AB 42rCDDH _2R +2R(l2 2cos‘a)

Rsin2a =2R?sin?asin2a.




4.- La figura esta formada per un quadrat i 4 semicircumferencies que
passen per dos vertexs consecutius i pel centre del quadrat.
Calculeu la proporcio entre I'area de la zona ombrejadai I'area del

quadrat.
G 285
Solucié:
] o
[l
A, 'm B

Considerem el quadrat ABCD de centre O.
Siga a = AB la longitud del costat.

Siga M el punt mig del costat AB .
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El radi de la semicircumferéncia que passa per A, O, B té centre M i el seu radi és % .

Mig pétal és igual a I'area d’un quart de cercle de radi % menys l'area del triangle

D
OMB .
1 gao %% laay
Sl/4pétal :Zng; - T:ZEEZ (p-2).

L’area de la flor és 8 vegades I'anterior:
2
a0
Sror = 29_+ (p - 2) .
e2g

L’area del quadrat és:
— a2
SABCD =a".

La proporcié d’'area entre les dues figures és:

1,
Za%(p- 2
2502 .,

a’ 2
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D
5.- Volem inscriure en un mateix triangle rectangle ABC un quadrat S d’area 441 i un

D
guadrat S’ d’area 440 (veure figura). Calculeu les mides dels costats del triangle ABC

C C
S
Xtec abril 2008
Solucid:

Siga l'area del quadrat APQR 441, aleshores, AP =PQ =+/441 =21.

D D
Els triangles ABC, PBQ son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

b 21 ,

—= , aleshores:

c c-21

bc =21(b +¢) Q)

Siga I'area del quadrat KLMN 440, aleshores, KN =KL =~/440 .
Siga m=AN, n=AK.

D D
Els triangles ABC, AKN s6n semblants, aplicant el teorema de Tales:

N =S aleshores, n=m (2)
m b b

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AKN':
m? +n? =440 (3)
Substituint I'expressié (2) en I'expressio (3):
2

m? + g%mg = 440 . Aplicant el teorema de Pitagores i simplificant:
edb g
= R«/440 4)
a
D D
Els triangles ABC, LBK so6n semblants, aplicant el teorema de Tales:
\440 _ b
== (5)
c-n a
Substituint I'expressié (2) en I'expressio (5):
Y440 _ 9. Aillant m:
c a
C-—=m
m=b- 2./240 6)
c

Igualant les expressions (4) i (6)
b /220 =b- 2220 . Simplificant.
a c

C
Q
R
S
A P
C
M
N
A K

D
abc - a24/440 =bc+/440 . Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABC:

Nb? +c? e - (b? +c?)/440 =bc+/440 (7)



Considerem el sistema format per les expressions (1) (7)
ibc =21b +c)

|
f4/b2 +c2 xoc - (b2 +c2 W440 =bcA/440

La solucié del problema és la solucié d’aquest sistema.
Resolem-lo:

Sigad=b+c.

d? =b? +c? +2bc.

Substituint 'expressio (1)

b? +c? =d? - 42d (8)
Substituint les expressions (1) (8) en I'expressio (7):

Jd? - 42d x21d - (d2 - 42d)v/440 = 21d4/440 .
Simplificant:

213/d? - 42d =(d- 21)4/440 .

Elevant al quadrat i simplificant:

d? - 42d - 194040 = 0. Resolent I'equacio:
d = 462 (9)

Considerem el sistema format per les expressions (1) (9):

ibc =21(b+c)
{b+c =462

}b=231+63v11 jc =231+63+11
| v .
fc =231- 63411 fb =231- 63411

. Les solucions del sistema soén:
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D
En tots dos casos, aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABC:

a=42+110.
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6.- Siga una circumferéncia inscrita en un quadrat ABCD tangent al costat AD en el

punt M. siguen F, E dos punts que pertanyen als segments AM i MD , respectivament,

equidistants de M. Demostreu que si el segment BE és paral-lel a la tangent a la
circumferéncia tragada per F i distinta de FM, aleshores, F és el punt mig del segment

AM .
Gaceta Matematica 98.

Solucid.

Siga O el centre del quadrat ABCD.
Siga AD =2 costat del quadrat.
Siga a = AF =DE .

Siga a =bAEB . tga :Eg.—.

Siga N el punt de tangencia de la recta tangent a la circumferencia
que passa per F.

FM=FN=1- a.

La bisectriu de I'angle D MFN. Passa pel centre del quadrat.

Siga b =bDFO .

Per a que la recta FN siga paral-lela a la recta BE, a =180°- 2b.

gb=OV -1
FM 1l-a
1
tg2b = 2tgtz _ 1-a 221- a) .
1-tg°b 1 o a“ - 2a
1- ¢—+
él- ag
1g(180°- 2b) = - tg2b = 2422
a(2-a)
Si a =180°- 2b aleshores tga =tg(180°- 2b).
2 _2(1-a)
2-a a(2-a)

Simplificant, a = % , és a dir F és el punt mig de AM .

N4

N

: \
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7.- En un quadrilater ABCD coneguem DA =DD=60°, AB =+/3, CD=2+/3, BC=3.
Determineu els angles i I'altre costat del quadrilater.
Gusiev 107.

Solucio:
Considerem les rectes AB, CD que s’intersecten en el punt E. A
El triangle AED és equilater ja que DA =bBD =60°.
Siga x =BE, aleshores, AE =DE =x ++/3..

Per tant, EC=x- /3.

Aplicant el teorema del cosinus al triangle ECDJB :

3% =x? + (x - 3] - 253x - 43 )o0s 60°.

Resolent 'equacio: x = 2.3 .

Aleshores, AD =+/3 +x = 3+/3

E C
. D . —2 ——2 =2 2 2,
Notem que el triangle ECB, jaque BE- =EC~ +BC ", (23] =(/3] +32.
Aleshores, BECB =90°.
Per tant, C =90°, B =360°- (A+ C+D)=150°.
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8.- En un rectangle ABCD la base AD esta dividida pels punts M, P en tres parts
iguals. Demostreu que la suma dels angles BAMB , DAPB i DADB és igual a 90° si

sabem que AD =3 xAB .
Gusiev 70.

Solucio:
AM = AB , aleshores, PAMB =45°,
Siga a =bDAPB i b =DADB.

AP =2:AB, AD =3 xAB . K

1 1
tga==, tgb==.
g 2 g 3

0°£a +b£180°

1+1 A M P
tg(a +b) = tga+tgb _ 2 3 =1.
1-tgaxtgb , 1,1
2 3

a +b =arctg(l) = 45°.
DBAMB + BDAPB +DADB = 45°+a +b = 45°+45°=90°.
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D L
9.- Un triangle ABC és equilater siinomeéssi (a+b+ c)gei +£ + 5099

ebc ca abg
Francisco Bellot. Triangulos especiales 1.

Solucio:
k)
Si ABC és equilater, a=b=c, (a+b+c)€ei+£+i9=3a8§9=9.

ebc ca abg eag
)

A 242 2 2.9
(a+b+c)§°ei+£+i9:9 U (a+b+c) a_, b ,c =9 U
gbc ca abg abc abc abc g

U (a+b+c)@®+b?+c?)=9abc.

Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geomeétrica de 3 nombres positius:
a+b+c?3 3%abc ilaigualtat s'assoleix quan a=b=c.

a’ +b® +c? 3 3Ya’b?c? ilaigualtat s'assoleix quan a? =b? =c?, és a dir, quan
a=bh=c.

Multiplicant les dues desigualtats:

(a+b+c)@* +b? +c?)3 3R/abc3¥a%h?c? =9abc ilaigualtat s'assoleix quan
a=b=c, ésadirquan el triangle és equilater.
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D P
10.- Siga el triangle ABC d’area K. Per a cada punt P del segment AB, més proxim
del punt A que del punt B, considerem els punts Q del segment AC, R de BC i S de

AB tal que PQ//BC, QR//AB, RS// AC . Determineu el valor maxim de l'area del
guadrilater PQRS.

Solucio:
Notem que per poder construir-se el quadrilater PQRS convex el punt P ha d’estar
entre A i el punt mig del costat AB .

Si dos triangles s6n semblants les arees son proporcionals al quadrat de la ra6 de

semblanga. A
D D

Els triangles ABC, APQ sb6n semblants. Siga r la rad de semblanca. P Q
2=¥=r.AleshoreS, CO=b- AQ=b-rb=(1-1)b.

a
S S
—2F2 =r?, aleshores, S, =K.

ABC

B R

D D
Els triangles ABC, APQ son semblants la raé de semblanca és:
C 1-rb CR — —
:Q:u =1-r. —=(1-r). Aleshores, BR=a- CR =ra.
AC b BC
S
—SR =(1-r)?, aleshores, Sor = (1- 1)?K.
SABC

D D
Els triangles ABC, BRS son semblants la raé de semblanca és:
BR_mra_,
BC a
S
—BRS =2 aleshores, Syps =r°K.

ABC

Calculem la superficie del quadrilater PQRS:
Spors = Sasc - (Sapo * Scor + Sers) =K - (17K +(1- 1)K +r2K) =+ 3r2 +2r)k .
Considerem la funci6 f(r) =-3r? + 2r que és una parabola convexa, el seu maxim

, . N , . -2 1
s’assoleix en el vertex, és adir,quan r = ———=—.

2(-3) 3

Aleshores I'area maxima del quadrilater PQRS s’assoleix quan la ra6 de

D D
proporcionalitat dels triangles ABC, APQ és r =%, i 'area maxima és:

e d¢ 10 1
Sparsmax =§‘ 3%5; +2§;K:§K-
)



