Ricard Peir6 i Estruch

Problemes geometria 21

1.- Siga C un punt sobre la circumferéncia de centre O i radi r. Siga AB una corda de
longitud r paral-lela a OC . La recta AO talla la circumferencia en E i talla la tangent a
la circumferéncia per C en el punt F. La corda BE talla el segment OC en el puntL, i

la recta AL talla CF en M. Determineu laradé CF: CM.
Crux Mathematicorum M351.

Solucio:

Si OC és parallela AB iamés amés OC = OA = AB = OB =r, OABC és un rombe
tal que BOAB =60°, BAOC =120°, BFOC =60°

D P
El triangle OCF és rectangle ja que CF és tangent a la circumferéncia.
Aleshores, per ser PFOC =60°, OF =2r, CF=r+/3

2|

D
L és paral-lela mitjana del triangle ABE, aleshores:
_r

2

O
=

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OAL :
- 2
AL” =r2 +%- 2 >f><%>c05120° :

A=
2
Siga a =bOLA.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle OLA:

N

r_
.r == 2 , aleshores, sina :\/g,
sina sin120° 7

J3

Per tant, tga = -

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle LCM:

C_=Ltga=r£.

2 4
B
cm_"4 _1
CF /3 4
Per tant,

CF:CM=4:1.
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2.- Siga un con de revolucié de vertex C i una base de radi 8 i apotema 24.
Siga A, B dos punts de la circumferéncia base situats sobre un diametre, i P un punt

sobre el segment CB .

a) Si CP =18, determineu el cami més curt sobre el con partint de A i passant per P i
finalitzant en A.

b) Trobeu la posici6 de P sobre CB que minimitza la longitud més curta del cami
mencionat en a).
Crux Mathematicorum M355

Solucio:

a)

Si tallem el con (sense la base) des de B fins a C i despleguem la figura, ens quedaria
un sector circular de radi 24 i I'arc mesuraria la longitud de circumferéncia de radi 8

(radi de la circumferéncia de la base del con).

Per ser AB diametre el punt A es troba en la meitat de l'arc.

L'arc de circumferencia BB’ mesura 28 =16 . c
L'angle BBCB'= 16p :@.
24 3 P
peca=2PBCB P B
3
- . . D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC: A

A2 2 2 p
AP =24-+18 -2>Q4X].8>COS§=468

AP = 6413

El cami més curt és 2 xAP =124/13 .
b)
Siga x=CP
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC :
AP’ =247 +x2 - 25040008 S =x? - 24x +247
Considerem la funcié f(x) = x? - 24x + 24? que és una parabola concava. El minim de
la funci6 s’assoleix en el vertex.
El vértex es troba en x = % =12.

El valor minim de AP és el valor minim de AP~ , s'assoleix quan CP =12
La distancia minima entre A i P és:

AP =122 - 24x12 + 24 =123
El cami més curt mesura 2 XAP = 24+/3 .
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3.- En els costats d’'un quadrilater, com a diametres s’han construit
semicircumferencies, amb la particularitat que dues semicircumferencies oposades
estan dirigides a l'interior del quadrilater i les altres dues, a I'exterior. Demostreu que
els punts mig de les circumferéncies formen un paral-lelogram.

Gusiev 522
Solucio: a
PADC =DPQDR. D_R_£E D_Q_iﬁ
&
. D . A2 D
Aleshores, els triangles ADC, RDQ so6n semblants i de rao -
L F
Aplicant el teorema de Tales: RQ = —AC A E

e = oo

DABC =DSBP. ﬁ__Bc BS——AB

Aleshores, els triangles CAB , PBS s6n semblants i de ra6 72

J2—

Aplicant el teorema de Tales: PS = —AC

Aleshores, RQ =PS.
Analogament, PQ =RS .
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4.- Des del punt A exterior a la circumferéncia de centre O i radi 2cm s’ha tragat la

tangent AK. El segment OA s'intersecta amb la circumferencia en el punt M i forma
amb la tangent un angle de 60°. Determineu el radi de la circumferéncia inscrita en el
triangle curvilini MKA.

Gusiev 207

Solucio:

Siga C el centre de la circumferéncia tangent al triangle curvilini MKA.
Siga T el punt de tangencia de la circumferencia amb el segment AM .
Siga r =CT el radi de la circumferencia.

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle OKA:

A= 2 _ 43

~ sin60° 3
Notem que BCAM = 30°.

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle ATC:
AC = - ' =2r.
sin 30°

OC =2 +r.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OCA:

.2
a./3 0 443
3

(2+r1)? = (2r)? +§—+ - 2><2r><T>«:0330° . Simplificant:
2

9r? - 36r +4 = 0. Resolent 'equacio:

r=6-«/§

3
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5.- L'arc d'una circumferéncia de radi R esta comprés en I'angle central 2a, 8% < gg.

e a
La corda que comprén I'arc divideix el cercle en dos segments. En el menor s’ha inscrit
un quadrat. Determineu el costat del quadrat.
Gusiev 199.

Solucio:
Siga l'arc central BPPOQ = 2a.
Siga ABCD el quadrat que cerquem. Siga

AB = 2x el costat del quadrat.

Siga M el punt mig del costat AB i N el punt
mig del costat CD .

AM =x.

Aplicant raons trigopnometriques al triangle
rectangle OI\L;IP :

OM =R xcosa .

ON =OM +MN =R xcos a + 2x Q)

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OISID :
ON =+/R? - X2 2)

Igualant les expressions (1) i (2):

R xcosa +2x =+R? - x* . Resolent I'equacio en la incognita x:
(= 2cosa ++/5- cos® a .

Aleshores el cosstat del quadrat mesura:

- 4cosa+2y5- cos’a
= .

AB =2x =
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6.- Siga el quadrilater inscriptible en una circumferencia ABCD tal que les seues

diagonals es tallen en el puntK si a= AB, b=BK, ¢ = AK i d =CD, calculeu AC.
Shariguin 180.

Solucio:
Aplicant la poténcia del punt K respecte de la circumferéncia:
Siga x =CK, y=DK.

by =cx, aleshores, y = gx. i
Siga a =bDAKB =bDCKD.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABK : D
a?-b?-c?
- 2bc

cosa =

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CKD::
o .o gg’-b2-c?o

d? =x? +§3€€—x+ - 2XC— X3 I.
eb g eb é -2bc G

c? a?-pb%-c20 , 3 _
— +——— 7. Resolent I'equacio en x:
b2 b2 0

4}

d? =x2+§L+

X=—.

AC = AK +CK =c + 24
a
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7.- Un trapezi esta inscrit en una circumferencia. La base del trapezi forma un angle a
amb el costat i un angle b amb la diagonal. Calculeu la proporcié entre I'area del

cercle i l'area del trapezi.
Shariguin 181

Solucio:
Siga R el radi de la circumferencia.
Siga a =bBDAB, b =bPCAB =bPACD. DO .

D

Aplicant el teorema del sinus al triangle ABC:

AC

sina
L’area del cercle és:

AC”
__4sin’a ' A

_ AC xAB xsinb

SABC - f .

=2R.

Seere =PR? =p

cercle

_ AC >CD>sinb
SACD _f

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:
AB AC — AC sin(a +b)

- = ——, aleshores, AB = .
sin(a+b) sina sina

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACD:

CD A — AC>sin(a -
- ¢ = _C , aleshores, CD:W.
sin(a- b) sina sina
s - AC” xsinb>sin(a +b) s AC’ »sinb sin(a - b)
ABC 2sina PoTACP 2sina '
La superficie del trapezi ABCD és:
sinb , . . —2
S =S,gc tS = sin(a +b) +sin(a - b))AC .
ABCD ABC ACD ZSina ( ( ) ( ))
Calculem la proporci6 entre I'area del cercle i I'area del trapezi.
p —2
AC
Scercle — 4sin®a =p 1 -
S Ascp sinb (sin(a +b) +sin(a - b))Ez 2sinasinb(sin(a +b) + sin(a - b))
2sina
1 1

2sina >sinb X2 xsina >cosb IO2$,in2 a»sin2b
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8.- El costat d’'un quadrat ABCD és a. En els costats AD,AB estan agafats els punts K,
P, respectivament, tal que AK : AD =1:2, AP: AB =1:3. En el quadrat esta inscrit un
trapezi de base PK. Determineu I'area maxima del trapezi.

Gusiev 561. b R c
Solucio:
Siga el trapezi PQRK tal al que PK és paral-lel a QR QiR
pertanyen als costats BC CD respectivament.
—_a 5=._a
AK ==, AP =_—
2’ 3 A
Els trlangles APK CQR sén semblants.
Siga CQ 3x, CR = 2x. o
SPGRK - SABCD (SAPK +SPBQ +SQCR +SRDK)'
_ &’ a(a 3X) , 5,2 , 8@ 2x)0 A 5 B
Sperk = §12 +T;-
a
3a a2

Sperk =~ 3%° +?X+_

3a_ a?
Considerem la funci6 f(x) =-3x? + 7x + 5 gue és una parabola convexa. El maxim

s'assoleix en el vertex.
El vertex és x =—

La superficie maxima del trapezi és:

2
S, _fg_ _-38@9 +§E+a_ 258
edg 24 3 48
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9.- Demostreu que la suma de les quartes potencies de les distancies d’un punt donat,
situat en el planol de qualsevol circumferéncia, fins els vertexs de tot quadrat inscrit en
ella és constant.

Gusiev 534.

Solucio: B
Considerem la circumferéncia de centre O(0,0) i radi R.
Siga un punt fix M(c,0).

Siga A(a,b) un punt variable de la circumferéncia,

a? +b? =R?2.
Considerem el quadrat ABCD. Les coordenades dels vertex
son: C

B(-b,a), C(-a-b), D(b- a).

AM” =(c - a)? +b? =c? - 2ac +R2.
BM” =(c+b)? +a2 =c? + 2bc +R2.
CM’ =(c +a)2 +b? =c? + 2ac +R?

DM’ =(c- b)>+a%=c?- 2bc +R?.

AM® =c* +4a%c? +R* - 4ac? - 4acR? +2¢?R2.
BM" =c* +4b%c2 +R* +4bc? +4bcR? +2c2R? .
CM* =c* +4a%c? +R* + 4ac® +4acR? + 2c2R2.

DM" =c* +4b%c? +R* - 4bc® - 4bcR? +2¢?R2.

AM" +BM"' +CM' +DM’ = 4c* +4R* + 4c2(2a2 +2b2)+8c2R? =
=4c”* +4R* +8c’R? +8c?R? =
=4c* +4R* +16c°R?.

La suma no depén del punt A.
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10.- Al defora d’'un paral-lelogram s’han construit en els seus costats quadrats.
Demostreu que els centres d’aquests quadrats formen un quadrat.
Gusiev 458

Solucio:
Siga el paral-lelogram ABCD i els quadrats exteriors ADEF, ABHG, BCJI, CDLK de
centres 0,,0,,0,,0,, respectivament.

Siga a =PBAD, a=AB, b=AD. L K
75, =50, = 12p, A0, =50, = 12a. 3

PO,A0, =90 +a ,.DO,BO, =90 +a. 04
Aleshores, els triangles OlADO2 , OEBDO2 son F 0 D/\
iguals. c

Aleshores, 0,0, =0,0, .
bAO,0, =bBO,0,, BAO ,B =90°

03
Aleshores, 0,0,0, =90°.

02
Aleshores, amb els altres angles provariem que 0,0,0,0,

€s un quadrat.




