Problemes de geometria
Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria 22

1.- Dues circumferencies de radi R i % sOn tangents exteriors. Un segment de longitud

2R té un extrem en el centre de la circumferéncia menuda i forma un angle de 30° amb
la recta que formen els centres. Determineu la part del segment que queda fora de les
circumferéncies (el segment talla les dues circumferéncies).

Shariguin 186

Solucio:

0O1 02

Siga 0,0, = R+§ :%R, 0,A =2R.

Siguen B i C els punt de tall del segment O,A i la circumferencia gran.
Siga x=0,B.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle O,0,B:

Rt =x2 +2R2 - 2x 2R3,
2 2
343 2 et i a1 it
X2 -x—Rx+4R =0. Resolent I'equaci6 en la incognita x:
343 A
B 5 R+ R - 5R _3J§+ﬁ
x=0,B= = R
2 4
33 27 , )
—R- R° - 5R
x=0,C =—2 4 33-47p
2 4
Aleshores, BC = O B-0O,C= JZR.

La part del segment que queda fora de les circumferéncies és:

&7 0_3- J_

O,A- [BC+0,D)=2R - é—R ER >

2
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2.- Enuntriangle ABC, AB =3,BC =5, AC =7, iamés amés, les bisectrius AD i

CE es tallen en P. Calculeu AP .
Concurs Puig Adam XXIV.

Solucio:

D
Utilitzant el teorema del cosinus calculem els angles del triangle ABC::
-52+3%+7%2 11 -72+3%+5%2 -1
—_— = coSsB =T,
2:3:7 14 2:3:5 2
Aleshores, B =120°. Per tant, DABP =60°.
Calculem el radi de la circumferencia inscrita, utilitzant les formules de I'area:

_J@+b+c)-a+b+c)(a- b+c)@a+b-c) _ a+b+c,
SABC - =r :

COSA =

4 2
V15694 15, Aleshores, 1 =PT =l[—§.
4 2 2
D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle BTP:
4B
ss. PT _ 2
B=— ===
sin60°  ./3
2

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABP :
AP =32+12- 2><3>Q><%.Aleshores, AP =[7.
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3.- En un triangle ABC, la bisectriu de I'angle B talla el costat AC en el punt D.
Demostreu que la longitud del segment BD és menor que la mitjana geometrica dels

costats BA i BC.
Concurs Puig Adam XXIV. A

Solucio:
La longitud de la bisectriu BD del triangle és:

B
2ac xcos—
2

D=—— =,
at+c B

Si a, ¢ son positius aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:
a+c

3 \Jab ilaigualtat s'assoleix quan a=c.

O<cosE<1.
2
2ac>«:osB
BD = 2 - & cosE<£1:1/ac.
atc a+c 2 Jac

2

Aleshores, la longitud del segment BD és menor que la mitjana geométrica dels
costats a, c.
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4.- Resoleu un triangle rectangle coneguts els radis de les circumferéncies inscrita i
circumscrita.
Proposat per Carlos Benlloch, professor de dibuix.

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. Suposem

b3 c. \/ 3

Siguen ri R els radis de les circumferéncies inscrita i

D
circumscrita del triangle ABC, respectivament.
El radi de la circumferéncia circumscrita d’'un triangle
rectangle és la meitat de la hipotenusa:

a
= _é . N
El radi de la circumferéncia inscrita d’un triangle rectangle és:
r=p-a=- atb+c
5 :

Aleshores, R+r = btc

1)
Aplicant el teorema de Pitagores: b? + ¢c? = a? = 4R?.
(b+c)? =b? +c? +2bc.
(2R +2r)? = 4R? +2bc .

Aleshores, 2bc = (2R + 2r)? - 4R? (2)
(b-c)> =b%+c? - 2bc
(b- c)®> =4R? - 2bc (3)

Substituint I'expressié (2) en I'expressio (3):
(b-c)?2 =4R?- (2R + 2r)? + 4R?.
(b-c)? =4(R2 -1 - 2Rr). Aleshores:

b-c=2vR?-r?- 2Rr (4)
Considerem el sistema format per les expressions (1), (4)

‘Ib+c=2R+2r i‘b:R+r+\/R2-r2-2Rr

La solucié del qual és: |

| . .
fb- c=2vR?-r? - 2Rr fc =R+r-yR?-r%- 2Rr

El problema té solucio si R? - r2 - 2Rr 3 0. Es a dir, %E [2.2..%
Construccio:

a) Dibuixar el segment BC = 2R . Dibuixar O el seu punt mig.

b) Dibuixar la recta s paral-lela al segment BC a una distanciar.

c) Dibuixar sobre BC I'arc capag de 135°.

D
d) La intersecci6 de I'arc capag i la recta s dona | incentre del triangle ABC.

e) Dibuixar la circumferéncia de centre | tangent al segment BC (circumferencia
inscrita).

f) Dibuixar la circumferéncia de centre O que passa per B (circumferéncia
circumscrita).

g) Dibuixar la recta t tangent a la circumferencia inscrita que passa pel punt C.
h) La interseccio de la circumferencia circumscrita i la recta t és el punt A.

D
i) Dibuixar el triangle ABC.
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5.- En un triangle rectangle isosceles ABC, C =90° s’obre la hipotenusa AB s’agafen
els punts K, M (K entre A i M) tal que BKCM =45°.

Proveu que KM~ = AK~ +BM”. B
Solucio: 450

Per ser ALg;C , C=90°, isosceles, sigab=CA =CB, c = AB.
A =B =45°,

Siga a =bDKCA . Aleshores:

PCKM = 45°+a, BCMK =90°- a

D D
Notem que els triangles CMK, AMC so6n semblants.

: 45°
Apllcant el teorema de Tales:

45°

KM M
=== C— , aleshores, CK xCM = b KM 1) c
CK b

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CAK :

OR* =AR” +b7 - 20K L2 @
D

Aplicant el teorema del cosinus al triangle CBM::

G =BV +b7 - 20 GH2 @

Sumant les expressions (2) (32):
AK’ +BM’ =-2b% +by2(AK +BM)+CK° +CM  (4)

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle MCK:

KW =GR’ + GV - 20K T2 ©)

Substituint I'expressio (1) en Iexpressié (5):

KM® =CK” +CM" - by/2 KM (6)

De les expressions (4) i (6):

KM =AK” +BM° U - 20% +bJ2(AK +BM)+ CK’ +CM’ =CK” +CM’ - by/2 KM
U - 20% +bJ2(AK +BM)=-bv2 kM U

U 2b=(AK+KM+BMNZ U 2b=cf2 U 2=sing _g.
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6.- L'altura baixada des del vértex de I'angle recte d’un triangle rectangle divideix del
triangle en dos triangles en cadascun dels quals s’ha inscrit una circumferencia.
Determineu els angles i I'area del triangle format pels catets i la recta que uneix els
centres de les circumferencies inscrites si I'altura sobre la hipotenusa del triangle inicial
és h. A

Shariguin 1294

Solucio: N
D
Siga el triangle rectangle ABC A =90°.

Suposem que AB £ AC.
Siga h = AD, altura del triangle.

Siga b =DbABC. B D

D D
Sigar, R els radis de les circumferéncies inscrites als triangles ABD, ACD i P, Q els

centres respectius.
Siga m=BD.

D
Siga el triangle rectangle PKQ (veure figura) format per la recta PK perpendicular a la
recta altura AD i la recta QK perpendicular al costat BC.

Per ser AlgD [ A(%D triangles rectangles:
PK=r+R, QK =R- 1.

Siga a =DAMN . Siga g=bDQPK .
Notem que a =b- ¢.

tgbzﬁ.
m
, o D . : r_m
Els triangles ABD i ACD soOn semblants, aplicant el teorema de Tales: B = T
2
AIeshores:R+r=c?l+19r,R-rzg—jl-lgr.tgg:R'rzem g _h-m
em g em g R+r &h .00 h+m
g,—+1—:r
em g
ﬂ h-m
tga =tg(b- g)=-M_N*+M -
ga =tg(b- g) .
1+—
m h+m
Aleshores, a = DAMN =45° . Per tant, DANM =45°. Aleshores, AM = AN
Siga T el punt projeccio de P sobre el costat AB .
MT =TP =r.
-.—F:K§-§E—)+KI5: h? +m? - m+h r:§h7|+K5-K§:m+h- h? +m?
2 2 ' 2 2
Y (2 2 _ ) 2 _ ) 2 2
AM = AT + VT = h +m2 m+h+r: h +m2 m+h+m+h 2h +m “h

D
Aleshores I'area del triangle MNA és:
AM® b2

2 2

SMNA
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7.- En els costats AB i BC del quadrat s’agafen els punts M, N, respectivament, tal

que BM+BN = AB . Demostreu que les rectes DM, DN divideixen la diagonal ACen
tres segments amb els quals és pot construir un triangle tal que un dels seus angles
mesura 60°.

Shariguin 1288

Solucio:
Les rectes DM, DN tallen la diagonal AC en els punts P, Q, respectivament.
Sigaa=AB, x=AM, x<a.

BM=a- x,BN=a-BM=x, CN=a- x D C
Siga a =bBADM, b =BCDN.

Aleshores: sina = X cosa = a
/a2+X2 /aZ +X2
. a- x a Q
sinh = ———, cosh = ——. N

Jai+(@- x)? Ja? +x2 b N

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle APD :

A M B
AP =— a . Aleshores, AP =a+/2 X . \
sina  sin(45°+a) a+x

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle CQD:

cQ___a . Aleshores, AP =as/2 .
sinb  sin(45°+b) a+x

a® - ax +x?

(a+x)(2a- x)’
Vegem que els segments E%C_Q son els costats d’un triangle.
Vegem que AP +PQ >CQ:

2 _ + %2 _
a«/iaix+a«/§a axTXx >a«/§a X U

PQ=AC- AP-CQ=av2-a2—=—- a2 2" X =a\2
a+x 2a- X

(a+x)(2a- x) 2a - X
2 _ 2 _
U x_@l-ax+x? o a-x U
a+x (a+x)(2a- x) 2a-x
U x(2a-x)+a®-ax+x?>(a- x)(a+x) U
U 2ax-x?+a®-ax+x*>>a%-x> U
U ax>-x? u
Uu a>-x.
Vegem que AP +CQ > PQ:
) 2 _ +x2
a2 2 s 2 X S 2 XX U
a+x 2a - X (a+x)(2a- x)
2 2
U X_,@a-x _ a’-ax+x U
a+x 2a-x (a+x)(2a- x)
U x(2a- x)+(a- x)(@@+x)>a? - ax + x? U
U 2ax-x?+a?-x%?>a’-ax+x? U
U ax>x? u
U a>x.
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Vegem que CQ +PQ > AP :

. 2 _ +x2
a2 22X o B X a2k U
2a- X (a+x)(2a- x) a+x

a-x a’-ax+x? X
+ >

v 2a- x (a+x)(2a- x) a+x v
U (a- x)(a+x)+a?- ax+x2>x(2a- x) U
U a?-x?+a%-ax+x?>2ax-x* U

U 2a? >3ax- x?3 2ax U
U a>x.

Aleshores, el segments AP, %C_Q formen un triangle.

Siga ¢ I'angle oposat al costat PQ format pel triangle de costats AP,PQ,CQ. Vegem,
utilitzant el teorema del cosinus, que g=60°.

PQ° - AP - CQ°
- 2xAP >CQ

cosg=
.2
& a’-ax+x> 0 a- x
2w & s x & g e xd
(@+x)(2a-x)yz e a+x;a e 2a- Xg

_28%1/5 X CB%J—a X0

2a- Xg

cosg=

®a’ - ax + x* 0 & X o aea-x(_j

é(a+x)(2a X) 5 ga+xz ©a-xg

cosg=
] de X fgea- X 0

da+xgdla- xg

(a2 - ax+x2)2 - x%(2a- x)* - (a- x)?(a +x)?

cosg=
- 2X(a- x)(a+x)(2a- x)
cosq= - x* +2ax® +a®x? - 2a’x
9=~ 2x(a- x)(a+x)(2a- x)

cosg=— x(a- x)(a+x)(2a- x) _

- 2x(a- x)(a+x)(2a - x)
cosg=1

>

Aleshores, g=60°.
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8.- Una circumferencia esta inscrita en un trapezi. Determineu I'area del trapezi, si es
coneix la longitud a d’'una de les bases i els segments b i d, en els quals queda dividits
pel punt de tangéncia un dels costats no paral-lels (el segment b és I'adjacent a la
base donada a).

Shariguin 1168.

Solucio:

Siga el trapezi ABCD de costats paral-lels AB, CD.
Siga E i F els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita al trapezi i els costats no
paral-lels AD i BC, respectivament. 5 P ¢
Per hipotesi a= AB, b =AE, BE.

Siga Q i P els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita al
trapezi i els costats paral-lels AB i CD, respectivament.
Aleshores, AQ =b, DP =d, BQ =BF =a- b.

Siga x = CP, aleshores, CF =x.

Siga R la projeccio de D sobre el costat AB . Siga S la projeccié de C sobre el costat
AB.
L’altura del trapezi és PQ =DR =CS.

AR=AQ-DP=b-d.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ARD:

DR=+/(b +d)? - (b- d)? =24/bd 1)

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle Bgc:
CS=4a-b+x)?- (a-b-x)? =2@- b)x )
Igualant les expressions (1) i (2)
2+/bd = 2./(a - b)x . Resolent 'equacio en la incognita x :

_ bd

=—
Aleshores l'area del trapezi és:

—..-_.._ ws 2 _
Suaco = 22T Q=21 o =B g DL Qg - ATADD) g
e /] -
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9.- Els costats AB i CD d'un quadrilater ABCD s6n perpendiculars | sén els diametres
de dues circumferencies iguals i tangents de radi r. Determineu I'area del quadrilater

ABCD si BC: AD =k.
Shariguin 1172

Solucio:
Suposem que O<k£1.
BC: AD =k, BC =k xAD (1)

Les rectes AB i CD s'intersecten en un punt P.
Siguen E i F els centres de les circumferencies.

Siga BP=x, CP=vy.
L’area del quadrilater ABCD és:

2r +x)(2r + Xy _Ar? +2r(x +
Sasco = Sapp - Sepc SO N A I 2r® +r(x +y).
2 2 2
D
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BPC:
BC” =xZ +y? @)
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):
x? +y? =k? xAD" (3)
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APD: A 5 5
—_— E
AD” =(2r +x)? +(2r +y)2. v
AD” =8r% +x2 +y2 +4r(x +y) ()
Substituint I'expressio (4) en I'expressioé (3)
x? +y? =k2(8r2+x2+y2+4r(x+y)) (5)

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle EE’F:
4r? =(r+x)* +(r+y)?.
Ar? = x> +y® +2r(x +y)+2r2.
X2 +y2+=2r% - 2r(x +y) (6)
Substituint I'expressio (6) en I'expressio (5):
2r% - 2r(x +y) = k2(8r2 +(2r% - 2r(x +y)) +4r(x + y))
r- (x+y)=k*(5r +(x+y)) ()
Aillant x +vy :
1- 5k*
1+k?
Aleshores la superficie del quadrilater ABCD és:
2 A 2 2
Sascp = 2r° +r(x +y) =2r? +r§1-+5kk2 % = Srl(:(zk ),

X+y =

r.
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10.- Donat un angle de magnitud a amb vértex A iun punt B interior a 'angle a

distancies a i b dels costats de I'angle. Determineu AB .
Shariguin 1177.

Solucio:
Siguen E i D els dos punt dels costats de I'angle tal que BE =a, BD =b.
Siga b =bBAD.

D D
Aplicant raons trigonometriques als triangles rectangles ADB, AEB:

sinb = :b_— E
AB
sin(a - b) = .
(a-b) =
Dividint les expressions:
b_ sinb _ sinb

a sin(a-b) sinacosb- cosasinb’

b___ b . Aillant tgh: A
a sina- cosatgb

g = b xsina (1)
a+b:cosa

El quadrilater ADBE és inscritpitble ja que els angles oposats s6n suplementaris.
Aplicant el teorema de Ptolomeu:

AB>DE =axAD +bxAE .
Aleshores, AB = 2XAD b XAE 2)
DE
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle DBE:
DE’ = a2 +b? - 2abxcos(L80°- a).

DE =+/a2 +b? +2ab xcos a )
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ADB:
A=
tgb

D = b(a+b.>«cosa) _

b:sina
KE—):a+bI>ﬂcosa ()

sina

D
Analogament aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle AEB:
D = b+a.>«:osa (5)
sina
Substituint les expressions (3), (4) i (5) en I'expressio (2):
b+a:cosa a+b:cosa
agna +b sina _ a’+b?+2abxosa

B =

a2 +b? + 2abxcosa sinaya? +b? + 2ab xcosa

_Ja? +b? +2ab xcosa
sina




