Ricard Peir6 i Estruch

1.- L'altura d’un triangle rectangle sobre la hipotenusa és h. Demostreu que els vertexs
dels angles aguts i les projeccions del peu de l'altura sobre els catets estan en una
circumferéncia. Determineu la longitud de la corda de circumferéncia tallada per I'altura
i els segments d’aquesta corda, en els quals la divideix la hipotenusa.

Shariguin 1295.

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°.
Siga AD = h l'altura sobre la hipotenusa.
Siguen E i F les projeccions de D sobre els catets AC i AB,
respectivament.
Siga a =bABC.
D AEF = a, aleshores, DCEF =180°-a
Per tant el quadrilater BCEF és inscriptible ja que té els c
angles oposats suplementaris D
L’altura AD talla la circumferencia circumscrita al quadrilater g
BCEF en els punts P, Q.

Hem de calcular les mesures dels segmentes 5(555 i 65

D
Aplicant el teorema de l'altura al triangle rectangle ABC:

h? = BD xCD F
Apllcant la potenma del punt D respecte de la circumferéncia:

PD QD = BD xCD .
— h?
Aleshores, PD = — Q)
QD
D D
Els triangle DBA, FDA sb6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
AF xc = h?

Aplicant la poténcia del punt A respecte de la circumferéncia:
AP(AD +QD)=AF xc. APh+QD)=h?
—_— h?
AP = oz 2
h +QD
Aplicant la poténcia del punt A respecte de la circumferencia:
AP (AP +PD+QD)=h? 3)
Substituint les expressions (1) (2) en I'expressio (3):
2 2 2
h 4N +Q =h?. Simplificant:
h+QD&h + QD QD 5

& h? h? —=0
+QDzI=1.
h+QD§h+QD QD P

OD’ - hxQD - h? = 0. Resolent I'equacié en la incognita QD :
GOE “2‘/3 h @
Substituint I'expressio (4) en I'expressio (1):

pp= 1> 1?[5—h.

PO =PD+QD =5 .



Ricard Peir6 i Estruch

2.- La rad entre el radi de la circumferencia circumscrita i el radi de la inscrita a un
trapezi és igual a k. Determineu I'angle agut del trapezi.
Gusiev 188

Solucié:

En aquestes condicions el trapezi és isosceles.

Siga AB =2x, DC=2y.

Siga a =DDAB . Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita i el costat
AD.

AT =x, DT =y.

- D C
Siga H la projecié de D sobre el costat AB .
AH=x-y, DH=2r. sina= Z Ccosa=2"Y T
X+y X+y
D |

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHD :
(x+y)? =(2r)% +(x - y)?. Simplificant:
Xy =r2 1) A H B
Siga d=BD.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD :
_i =2R . Aleshores, d = 2R :sina (2)
sina

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AlgD X

d? = (x+y)? +(2x)? - 2(x +y)2x xcosa (3)
Igualant les expressions (2) (3):

(2R xsina)? = (x +y)? +(2x)? - 2(x +y)2x xcos a

2
4R%sin’a :ae?r 9 +ax? - ax(x-y)
ggnag

2

, 2r §
4R?sin?a=E_2 +ar

eSina g

R?sin*a = r2(1+ sin? a).

R? 1+sin® 1+sin® _ , , . o
— = =k*. Resolent I'equacio en sina:

r>  sin*a  sin‘a
' 2
sina=% % «/EEk.

Ji+ak2 @
881 1++/1+4k - J2 £k,

a = arcsinz—

gl 2 2
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3.- La corda comuna de dues circumferéncies secants és el diametre d’una d’elles. Per
un dels extrems d’aquest diametre es tracen tangents a les dues circumferéncies.
Demostreu que l'altre extrem del diametre i els punts migs dels segments de les
tangents que tallen les circumferéncies son els vertexs d’'un triangle rectangle.

Gusiev 490.

Solucio:
Siga la circumferéncia de centre O, i diametre AB iradir.

Siga la circumferencia de centre O, que passa pels punts A, B de N
. A
radi R.

Q
Les rectes tangents a les dues circumferéncies tallen les g
circumferencies en els punts P, Q.

Siga M el punt mig del segment AP, N el punt mig del 01 02
segment AQ . 7

Volem provar que el triangle BI\?IN és rectangle. B
La recta AQ és perpendicular al diametre AB.

La recta 0,0, és perpendicular al diametre AB.

La recta AP és perpendicular a la recta AO,

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AO,O,
0,0, =yR?-r2. 0,0, =AN =4R? -
D
Siga a =bAO0,0, . Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AO,O,
-r

R
PPAB =a, O,A=0P =t

, r
sina=—, cosa =
R

D D
Els triangles rectangles AO,0,, O,MA sbn semblants, aplicant el teorema de Tales:

R2 2 L / 2 2
AM il . Aleshores, AM —D-F\lﬁ-r.—.
]

D
Aplicant el teorema deI cosinus al triangle MNA

e i 2_ 2 O L2 / 2_ 2
MN2 _@ R r ?, rzg - ZL.R.ﬁ..r._‘/RZ_ r2 COS(900+a.)

& o
.2
[52_ 20 2 2.2
Msza?-BﬁJ-—: R?- 128 42! sina
& b
Y 4, op2n2 gl
VN :R 2r°'R° - 3r
RZ

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMB :

MB® = (2r)2 +€ - 2@r—————cosa.

B
a?\/Rz -r? 92

VB’ = (2r) + ;_2>er«/R2-r2x/R2-r2
& R 5

R




o 252 4
MBzz%_

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABN:

BN’ = (2r)2 +§/R2 - r2 g:RZ +3r2,

—2 R*+2r’R%-3r*  r’R*+3r"

—2 2 2 —2
MN +MB = + =R“+3r° =MB .

R? R?

D
Aleshores el triangle BMN és rectangle.

Ricard Peir6 i Estruch
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4.- En una circumferéncia ¢ donada, hi inscrivim un quadrilater g, les diagonals del
gual sén perpendiculars.

QUESTIO 1:

Proveu que, siga quin siga el quadrilater inscrit de diagonals perpendiculars, la suma
dels quadrats de dos costats oposats és un valor constant.

QUESTIO 2:

Interpreteu geometricament el valor d’aquesta constant.

Xtec gener 2009

Solucio:

Siga la circumferencia ¢ de radi R.

Siga el quadrilater ABCD inscrit en la circumferéncia tal que AC i AD
son perpendiculars les quals es tallen en el punt O.

D D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles ABO, CDO:

AB° =OA” +0B".

CD’ =0C”+0D".

Sumant les dues expressions:

AB” +CD° =OA’ +OB +0C” +0OD" (1)

D D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles ADO, BCO:

AD’ =OA”+0D".

BC =0C” +O0B".

Sumant les dues expressions:

AD’ +BC° =OA°+OB’ +OC” +OD" )

Aleshores:

AB° +CD’ =AD” +BC’ =K.

Vegem quan val la constant.
Siga a =bBBAC, BDABD =90°-a.
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
BC

>~ = JR. Aleshores, BC- = (2R)? sin?a
sina

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD :
ADC —
"=~ _-2R.Aleshores, AD" =(2R)?cos?a
sin(90- a)

BC’ +AD" =(2R)?sin?a +(2R)% cos? a = (2R)2.

Aleshores, AB> +CD° =AD" +BC =(2R)2.

Aleshores la suma dels quadrats de dos costats oposats és un valor constant i és igual
a l'area d’'un quadrat de costat 2R, és a dir, I'area del quadrat circumscrit a la
circumferéncia.
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5.- Siga ABCD un tetraedre amb tres arestes perpendiculars dos a dos en el vértex D.
Siga O el centre de la seua esfera circumscrita. Proveu que el baricentre T de la cara
ABC pertany a la recta RO.

Duel Matematic R. Txeca, Polonia, Austria, 2008.

Solucio:

Considerem el tetraedre ABCD amb les seguients coordenades:
D(0,0,0), A(0,a,0), B(b,0,0), C(0,0,c)

Notem que les arestes DA, DB, DC son perpendiculars dos a dos.
Calculem el centre O(r,s,t) de I'esfera circumscrita al tetraedre ABCD.
d(O,A) =D(0,B) =D(0,C) =d(0O,D) .

d2(0,A) = d?(O,D)

r2+s?+t? =r2 +(s- a)? +t2. Simplificant:
- 2as+a? =0, aleshores, s =g.

d2(0,B) = d?(0,D)

r2+s?+t% =(r- b)? +s2 +t2. Simplificant:
- 2br +b? =0, aleshores, r=%.

d2(0,C) = d2(0,D)

r2+s?+t% =r2 +s? +(t- c)?. Simplificant:
- 2ct +c? =0, aleshores, t =%.

Aleshores del centre de I'esfera circumscrita al tetraedre és:

Els vectors DCS,D'I; son linealment independents, aleshores, T pertany a la recta DO.
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D
6.- L'ortocentre H d’'un triangle acutangle ABC es transforma en els punts A,,B,,C;

amb les simetries axials els eixos de les quals sén els costats a, b, c, respectivament.
Si bC,AB, =bCA,B, bA BC, =bAB,C, bB,CA, =bBC,A, proveu que el triangle

és equilater.

Solucié:

DHAB =90°-B, BHBA =90°-A .

Per tant, DC,AB =90°-B, BC,BA =90°- A.

Aleshores, PBC,A=A+B. B1

DHCB =90°- B, DHCA =90°-A.
Per tant, DA,CB =90°- B, DB,CA = 90°-A .
Aleshores, DB ,CA , = 2(90°- B +90°- A) = 360°- 2(A +B).

Com BB,CA, =bBC, A, aleshores, A
360°- 2(A +B) = A +B. Simplificant:

A+B =120°.

Analogament, A+ C =120°,B+ C=120°.
Considerem el sistema:

i A+B =120° i A =60°
i

C
Al
H
/B\
C1
és equilater.

D
i A +C =120°, la soluci6 del qual és .lB =60° , és a dir, el triangle ABC
1B+C=120° 1C =60°
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7.- En el sector d’'una circumferéncia de radi R s’ha inscrit una circumferéncia de radi r.

La corda del sector mesura 2a. Demostreu que 1.2 + 1 :

r R a
Lidski 387.

Solucio:

Siga la circumferencia de radi R i centre O.

Siga el sector de radis OA =0OB, AB =2a.

Siga la circumferéncia tangent al sector de centre P i radir.
Siga M el punt mig de la corda AB .

AM =a.

Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita al
sector i el radi OA .

PT=r,OP=R-r.

D D
Els triangles rectangles OMA , OTP sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

R_R-r

a r

R_R.I

a r r’

R_R. E Simplificant:

a r R

1_1 1 11,1
—=2- —, aleshores, ==—+~—.
a r R r R a

>

-
N

S
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D
8.- Donat el triangle rectangle ABC, A =90°,
- - D
AB =x,AC =y, es construeix el triangle BCD

tal que DBCD =150°, CD = x ++/3y. B
Calculeu la mesura de I'angle BBDC.

x+y-sqrt(3)

Solucio:
Siga a =bBDC

- D
Siga CH altura del triangle BCD.

Aleshores, DPHCD =90°-a.
DHCB =150°-(90°-a) =60°+a .
PCBH =30°-a.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle BHC :

CH = y/x? +y? sin(30°-a).

D
Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle CHD :
CH = (x+ ﬁy)sin a.
Igualant les dues expressions:

Jx% +y?sin(30°-a) = (x + «/§y)sina .

5
sin(30°-a) = 2%% +§%zsina .

e VX Ty VXTHY g

& x y 0
sin(30°-a) = nginBOOZ— +c0s30°—=—="sina.

sin(30°- a) = 2(sin 30° sin 20°+cos 30°cos 20°)sina .
sin(30°-a) = 2cos10°sina..

sin(30°-a) =sin(a + 10°) +sin(a - 10°).

sin(30°-a) - sin(a +10°) =sin(a - 10°).

2 cos 20°sin(10°-a) = sin(a - 10°).

sin(a - 10°)(1+ 2cos 20°) = 0.

Aleshores, sin(a - 10°) =0. Pertant, a =10°.
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9.- Des d’'un punt P exterior a una circumferencia es tracen dues rectes que generen

dues cordes AB, CD de longituds 10 i 7 unitats respectivament. Sabent que les dues
rectes formen un angle de 60° i que la distancia de P a B és de 8 unitats, calculeu el

radi de la circumferencia.
Oposicions Valencia 2008

Solucio:
Siga x =PD. Siga R el radi de la circumferéncia.
Aplicant la potencia de P respecte de la
circumferéencia:

PA XPB = PC XD .

18:8 = (7 + x)x . Resolent I'equacio:
X=9.

Aplicant el teorema del cosinus al triangle

D
APC:

A2 _1q2 2 1
AC =18“+16°- 2><.I.8><.I.6>¢§.
AC =24/73.
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APD :
AD” =18% +962 - 2><18>©x;—.
AD =943
Siga a =bBACD.
D
Aplicant el teorema del sinus al triangle APC:
AP AC
sina  sin60°"
18 _ 2473
sina  sin60°"
18 3
79757 94219
sina = = :
273 146
D
Aplicant el teorema del sinus al triangle ACD:
2D R,
sina
93 =2R. Aillant la incognita R:
94/219
146

R =/73.
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10.- Siga P un punt qualsevol de la circumferencia C, inscrita a un quadrat de costat
2a. Anomenem a i b els angles respectius sota els quals el punt P veu cadascuna de
les dues diagonals del quadrat.

Demostreu que, en variar el punt P sobre la circumferéncia c, la quantitat tg?a + tg2b

es manté constant i trobeu el valor d’'aquesta quantitat.
Xtec Juny de 2009.

Solucio:

Considerem el quadrat ABCD de centre O i costat AB =2a amb les segilents
coordenades cartesianes:

A(-a,-a),B(a,- a), C(a,a), D(- a,a), O(0,0).

Siga a =DBPD, b =DAPC . D
L’equacio de la circumferencia C, inscrita al quadrat té
equacio:

C,° x*+y?=a?.
Siga P(c,d) un punt de la circumferéncia C,. Aleshores,
c?+d*=a’.

PB° =(c- a)? +(d+a)? =3a? +2a(d- c).

a
/

_ P
PD’ =(c+a)?+(d- a)? =3a? +2a(c - d)
PA” = (c+a)? +(d+a)? = 3a% + 2a(c +d)
PB” =(c- a)? +(d- a)? = 3a% - 2a(c +d) A
BD = AC = 2/2a.
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BPD:
cosa = 8a2 - (3a2 +2a(d- c))- (3a2 + 2a(c - d)) _ a’
- 2y/3a% +2a(d- c)yf3a2+2a(c- d) - +/3a% +2a(d- c)y/3a’ + 2a(c - d)
1 3822 +2a(d- ¢))3a? +2(c - o)) _ 5a” +8cd
cos’a a’ a?
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC :
cosh = 8a2 - (3a2 + 2a(c +d))- (3a2 - 2a(c +d)) _ a’
- 2\/3a2 +2a(c + d)\/Ba2 - 2a(c +d) - \/3a2 + 2a(c + d)\/3a2 - 2a(c +d)
1 (3a2 +2a(c + d))(3a2 - 2(c +d)) _ 5a? - 8cd
cos?b a* a2
2 2 _
tg2a+tgzb=-1+ 1 ro1+ 1 :_2+5a +8cd+5a 8cd _g.

cos?a cos?b a’ a’?



