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1.- Tenim una el-lipse e i un punt P exterior a ella. Aleshores des de P tracem rectes

secants i tangents a I'el-lipse les quals la tallen el els punts A i B.
Determineu el lloc geométric dels punts M que sén els punts mitjans dels segments

AB.
Xtec Juliol-agost de 2009

Solucio.

A

X2 y2
Considerem l'el-lipse d’equacié — +-—-=1
a b
Considerem el punt P de coordenades P(c,d).
Siga la recta que passa pel punt P i té pendent m, la seua equacio és:
y-d=m(x- c)
Considerem els punts d'intersecci6 de la recta i I'el-lipse solucio del sistema:
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‘I 2 2
!X—2+—2 =1
la® b
ly-d=mx- c)
b§1d+am\/a2m2 - ¢?m? +Db? - d? + 2cdm - becm@
-d+cm+ g
_ a’m? +b?
X =
m

b§d+am\/am -¢’m? +b? - d? +2cdm - bch

Y= a’m? +b?

: b? bd +am/am? - ¢?m? +b? - d2 + 2cdm +bcm®
2

i -d+cm+ > 5

ix = a’m” +b

i m

i

i b§ bd + am/a2m? - ¢?m? +b? - d? +2cdm +bem@

iy= 2

|

a’m? +p?

Les coordenades del punt mig M son:
_a’m(-d+cm)
m( d+cm) b’d-cm)d ~ afm?+b?
a’m? +b? ' a?m? +b? _ b?(d- cm)
" a’m? +b?

(xy Mé

Dividint les coordenades:
x _a? m - b?x

y -b? T aty

b2 éd— :
@ _ a’dy? +b2cxy
zga b2y 6 +b2 b2x? + a?y?
2
ay ra

b*x? +a’y? = a’dy +b?cx

-b2

2
co
520 g9
e 29 e _
a2d? +b2c? 2d2+b2 2
4b? 4a?

Per tant el lloc geometric és una el-lipse que té centre en el punt mig de P i el centre
de I'el-lipse inicial, passa pel punt P, pel centre de I'elipse inicial. Té la mateixa
excentricitat que I'el-lipse inicial.

Nota si el punt P pertany a l'interior de I'el-lipse (o de I'el-lipse) el lloc geometric és tota
I'ellipse interior a la primera.

Si el punt P és exterior a I'el-lipse el lloc geometric €s el tros d’el-lipse interior a
I'el-lipse inicial.
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2.- En una circumferéncia de centre O siguen A, B de la circumferéncia tals que
DAOB =120°.

Siga C un punt de I'arc menor AB i D un punt de la corda AB tal que AD =2, BD =1,
CD=+2.

D
Calculeu l'area del triangle ABC.
Olimpiada Argentina 2008

Solucio6: /&
A B

Per ser angle inscrit en la circumferencia DACB =120°.

Siguen x =AC, y=BC, a =DADC. D
-o

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AIZD)C:

x2 =4+2- 22 x/2 xcosa 1)

x? =6- 442 xcosa 2)

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle DBC:

y2 =1+2 +2x%/2 >xcos a (3)

y2 =3+24/2 xcosa (4)

2y2 =6 +44/2 xcos a (5)
Sumant les expressions (2) (5)

x2 +2y? =12 (6)
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AEC :

9 =x2+y? - 2xy xc0s120° (7)

X2 +yZ+xy =9 (8)
Considerem el sistema format per les expressions (6), (8)
?xz +2y? =12

I, . Resolent el sistema:
TX“+y"+xy=9

'\ix:\/(«/§+3)3 -5\/6+3
y =16 +3

D
L’area del triangle ABC és:
_ xy>sin120° _ 342

S
ABC > 2
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3.- Siga el rectangle ABCD tal que AD =BC =156, AB =CD =65.

Dibuixem la circumferencia de centre A que passa pel punt C.

La recta que passa pels punts BD talla la circumferencia anterior en els punts E, F.
Calculeu la distancia entre els punts E, F.

Olimpiada Argentina 2007.

Solucio:

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AEE;C :
r =AC =BD =+/156° + 65° =169.

Siga x=DE, y =BF.

Aplicant la poténcia de D respecte de la circumferencia:
DE:DF=r2- AD.

X(169 +y) = 1692 - 1562 (1)

Aplicant la poténcia de B respecte de la circumferencia:
BE:BF=r?- AB.

y(169 + x) =1692 - 652 2
Considerem el sistema format per les expressions
1), )

i X(169 +y) =169° - 1567

'le(169 +x) =1692 - 652

La solucio del sistema és:

}x =+/24961 - 144
I
fy =/24961 - 25

A B

EF = x +y +BD = 2424961 » 31.60.
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4.- Donada una circumferencia de centro O, es tracen quatre rectes tangents a la
circumferéncia tal que aquestes quatre rectes determinen el trapezi ABCD, de bases

AB, CD i de costats no paral-lels BD i AD.
Si AO =2/6, BO=4+/3 i CO = 4, calculeu les mesures dels costats i dels angles del

trapezi.
Olimpiada Argentina 2003. Nacional, nivell 2.

Solucio: D G C
Per ser angles entre paral-leles:
C =180°-B, D=180°-A. F
Siguen E, F, G, H els punts de tangéencia de la circumferéncia
i els costats AB, BC, CD i AD, respectivament. H 9
Aleshores, AE=AH =x, BE=BF =y, CF =CG =z,
DG =DH =t.
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles

D D D A E
AEO, BEO, CFO:
r2 +x2 = (2JE)2 1)
r’+y? =(4J§)2 2
> +z% =42 (3)

D D
Els triangles rectangles BEO, OFC s6n semblants (tenen els mateixos angles).
Aplicant el teorema de Tales:

r z

—== @

y r

Considerem el sistema d’equacions lineals format per les expressions (1) (2) (3) (4):
ir2+x2=24 ir=243

I, 5 T

jro+y° =48 . L ix=

%r y . La solucio del qual és: }X 2‘/5.

.I.r2+22 =16 .I.y=6

r2=yz 1z=2

D D D
Aplicant raons trigonométriques als triangles rectangles AEO, BEO, CFO:

tg% S 1, aleshores, A =90°.
X

tggzizﬁ,aleshore3,8=60°.

2 y 3

C_r

tg3=—=«/§,aleshores,C=12O°.
z

Aleshores, D =180°- A =90°.
D
Per tant, % =45° . Aleshores el triangle DGO és rectangle i isosceles, t=r = 2:/3.

Aleshores, AB =x+y =6++/2, BC=y+z=8, CD=z+t=2+2+3,
E:X+t:4'\/§.
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5.- Siga el trapezi ABCD de bases AB, CD i de costats no paral-lels BD i AD tal que
A=90°, AB=6,CD=3i AD = 4. Siguen E G, H els circumcentres dels triangles

D D D D
ABC, ACD, ABD, respectivament. Calculeu I'area del triangle EGH .
Olimpiada Argentina 2003. Nivell 3.

D
., C
Solucio:
Siga M el punt mig del costat AB. AM =BM =3.
D

Notem que CMB és rectangle BCMB =90°. N G H
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADC:

AC =+/32 +4% =5, E
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMB : A M

BC =+/32 +4?% =5,
D I —
El triangle ABC és isosceles jaque AC =BC =5.
— — — D
AB2 < A02 + BCZ, aleshores, el triangle ABC és acutangle.

D —
El circumcentre del triangle ABC és interior al triangle i esta sobre l'altura CM.
En un triangle rectangle el circumcentre és el punt mig de la hipotenusa.

D
El circumcentre G del triangle rectangle ACD esta en el punt mig de la hipotenusa
AC . Aleshores pertany a la paral-lela mitjana del trapezi.
Siga N la projecci6 de G sobre el costat AD.
GN=2Cb=3.
2 2
D
El circumcentre H del triangle rectangle ABD esta en el punt mig de la hipotenusa
BD. Aleshores pertany a la paral-lela mitjana del trapezi.

Notem que H pertany al segment CM . HM =51K5 =2.

AN=1AB=3.
2

D —_ — ——
Aleshores el triangle EGH és rectangle, H=90°. GH =HN - GN = %

D
Calculem el radi de la circumferencia circumscrita al triangle ABC utiltizant la formula
de l'area:

_ AB>CM _ AB xAC BC

S...=

ABC 2 4R
64 _8X%% Aleshores, R =AE = 2.

2 4R 8

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AME :
.2
Em= (220 32 -/ FE-AM-EmM=2- L=11
e8g 8 8 8
311
D GH*E 357§ 33

Aleshores l'area del triangle EGH: S, = = = —.




Problemes de Geometria
Ricard Peiré i Estruch

6.- Dues rectes es tallen perpendicularment en un punt interior a una circumferéncia,
determinant quatre triangles rectangles amb les hipotenuses inscrites en la
circumferéncia. Demostreu que l'altura sobre la hipotenusa de cada triangle és una
mitjana del triangle oposat pel vertex.

UPC - Examen parcial de Geometria. 2004.

Solucio:

Siguen les rectes perpendiculars r i s que es tallen en el punt A, que es
tallen la circumferéncia en els punts B, C, B". C'.

D
Siga AH la recta altura sobre el triangle rectangle ABC.
La recta altura talla la hipotenusa B'C' del triangle B’ A :

D
AB'C' en el punt M.
Hem de demostrar que M és el punt mig de la

hipotenusa B'C'.

Siga a =PHAC .
Aleshores, PHAB =90°-a.
Per tant, 'angle DBAC =a.

DMAC'=a per ser oposat pel vertex a I'angle

a =bHAC.

bB'C'C =bB'BC = a, per ser angles inscrits en una
circumferéncia i abragar el mateix arc.

D - PR
Aleshores, el triangle AMC' és isosceles i MC' =MA .

D i
Analogament el triangle AMB' és isoscelesi MB' = MA .

Per tant, MB' =MC', aleshores, M és el punt mig del segment B'C', és a dir, AM és

D D
mitjana del triangle AB'C' oposat pel vertex del triangle ABC.
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D
7.- Siga ABC un triangle acutangle. Es dibuixen tres circumferéncies de diametres les
altures. En cada una d’elles es traca la corda perpendicular pel ortocentre a I'altura
corresponent. Demostreu que les tres cordes obtingudes tenen la mateixa longitud.

Solucié:

C
D

Siga H l'ortocentre del triangle ABC.
Siga la circumferencia de diametre I'altura
AD
Siga la recta perpendicular al diametre AD
que passa per H que talla la circumferencia
anterior en els punts P, Q.
Notem que PH=QH =m. P ’
Aplicant la potencia del punt H respecte a 03
aquesta circumferéncia:
PHxQH = AH xDH .
m? = AH:DH. N0

M N
Siga la circumferencia de diametre I'altura CF
Siga la recta perpendicular al diametre CF que
passa per H que talla la circumferéncia anterior A F
en els punts M, N.
Notem que MH =NH =n. Q
Aplicant la poténcia del punt H respecte a aquesta circumferéncia:
MH XNH = CH xFH .
n? = CH»FH.
Volem demostrar que m =n.
Seria suficient demostrar que AH>DH = CH>FH.
Considerem la circumferéncia de diametre AC.
Notem que els punts D i F pertanyen a la o 5
circumferéncia ja que BDADC =BbAFC =90°.
Aplicant la poténcia de H respecte d’aquesta
circumferencia:
AH>DH = CH>FH. H

Amb la tercera circumferencia del problema
obtindriem el mateix resultat.
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8.-
Prenem un punt P interior a la circumferéncia de centre O radir i
considerem una corda variable que passe per P, els extrems de la
qual anomenem A i B. Ara tracem les tangents a la
circumferéncia que passen per Ai B ianomenem aib les
distancies de P a cadascuna d’aquestes rectes tangents.

Questi6 1:
Trobeu el lloc geometric dels punts P pels quals la suma

1.1, . 1
= +B és igual a una constant, e per totes les cordes
a

gue passen per P.

Questio 2:

Trobeu entre quins valors pot estar la constant k per
assegurar-nos I'existéncia del lloc geométric que
proposa la questio 1.

Solucio:

Questi6 1:
Suposem resolt el problema. Vegem la condicié que ha d’acomplir el punt P.
Totes les cordes que passen per P han d’acomplir que:

1 1 1

~+= =2 onk és constant. Q
a b k L

En particular la corda que passa pel centre, A'B' ha d’acomplir

la propietat. o

1.1, 1 _PA+PE 1)

k PA" PB PA":PB

Aplicant la potencia del punt P respecte de la circumferencia.

PA DB =12 - OP

Substituint I'expressio (2) en I'expressio (1)

1_PA+PB _ 2

i <&

Aleshores, OP” =r2 - 2kr.
Es a dir, P esta sobre la circumferéncia de centre O i

radi v/r? - 2kr .

Vegem ara, que qualsevol punt P d’aquesta
circumferéncia acompleix la propietat (la suma

1 1, . 1
- +B és igual a una constant, o per totes les
a

cordes que passen per P).

Siga una corda qualsevol AB que passa pel punt P de

la circumferéncia de centre O i radi +/r? - 2kr .
Siga Q el punt d’intersecci6 de les tangents a la
circumferéncia que passen per Ai B B

Notem que a =DABQ = DBAQ .
Aleshores, a = PA xsina, b =PB xsina .
Aplicant la poténcia del punt P respecte de la circumferéncia:

PAXPB =r2- OP " = 2kr (4)
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D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AOB:
PA+PB _

_ = — . Simplificant:
sin2a  sin(90°-a)
PA +PB = 2r >sina (5)
+ PA +PBsi
1,1_a+b_[PA+PBJsina ©

a b ab PAPBxsin’a

Substituint les expressions (4) i (5) en I'expressio (6):
1 1 (PA+PBJsina 2rxsin?a

—+—:(_ — ) — = —— . Aleshores:

a b PAxXBxin“a 2krxsin‘a

1. 1_1
—t_—_=_
a b k
Questi6 2:

El problema té soluci6 quan r? - 2kr 3 0.

Es a dir quan k E%r .
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D
9.- Anomenem triangle ortic d'un triangle ABC al triangle que s’obté quan hom uneix
amb segments els peus de les seues altures
Questio:
L'area d’'un triangle és igual al semiperimetre del seu triangle ortic multiplicat pel radi
del seu cercle circumscrit.
C

Solucio:

D
Siga el triangle ABC i H_,H,,H_ els peus de les altures.
Calculem H H,

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AH, H. :

HoH, =AH, +AH, - 2%AH, ¥AH_ *COSA .
Notem que AH, =cxcosA, AH_, =bxcosA. Hb

HoH,~ =c?>cos? A+b?xcos? A- 25bc xcos® A

HH,~ = cos? A(a? +b? - 2xbc xcosA) A He

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC,
a® =b?+c? - 2bcxcosA .
_— 2 N _— 2 _— 2
H,H. =a®cos?A. Analogament, H,H, ~ =b?cos’B, H,H,~ =c?cos’C.
D
Vegem que si el triangle ABC és acutangle o rectangle la férmula és valida.
D

Si ABC és acutangle, HH. =axcosA, H,H, =b>osB, HH, =cxosC

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC, .a = _b = _C =2R
sinA  sinB sinC
1 H,H. +H_H, +HaHb)R :lg%lmosAX_L+b>«:osBx_L+c xcosC X_ng
2e 2sinA 2sinB 2sinCg
_ 1% 1 b C o_
=—¢a" XC0SA X——+ax0sB x——+axcosCx——-—=+
4 SinA SinA smAg
=1 a (a>cosA+b>«:osB+c >cosC)=
4 sinA
1 a 88b2+c a?+c?-b? _a’®+b?-c?0_
== +b +C =
4s nAg 2ac 2ab &
:1—(2a b? + 2a%c? + 2b%c? - a* - b* - 04).
8 bc:sinA

bcxsinA _ +J/(@+b+c)(-a+b+c)(@a-b+c)a+b- c)

2 4 '
(a+b+c)(-a+b+c)(a- b+c)@@+b- c)=2a%b? + 2ac? +2b%c? - a* - b* - c*.
Aleshores,

L'area d'un triangle és S 5. =

1f 1 1
E(HbHC +H_H, +HaHb)R T

ABC

(4 SIS )2 =S pgc

Si el triangle és obtusangle la propietat no es compleix.
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sin2A +sin2B +sin2C _4

D
10.- En un triangle qualsevol ABC proveu que : : _
sinA:sinB:sinC

Solucio:
sin 2A +sin2B +sin 2C = 2sin(A +B) xcos(A - B) +2sinC xcos C =

= 2sinC>xos(A - B) +2sinCxcosC =

= 2sin C(cos(A - B) +cos C) =
A-B+C A-B-Co_

XC0S =
2

= 4sin C xc0s(90°-B) xcos(A - 90°) =
=4sinCxsinB>xsinA.
Sin2A +sin2B +sin2C _4

sinA:sinB:sinC

= 2sin Cgi cos
e

[N

Aleshores,




