Ricard Peir6 i Estruch

Problemes Geometria 27

1.- Siga el tetraedre regular ABCD. Determineu E un punt de I'aresta AB tal que
langle BCED siga maxim.

Solucid:
Considerem les coordenades del tetraedre:
& J3 0 D
A(0,00), B(100), C —,-‘-/_—,oz.
2 2 p
d(A,D) = d(B,D) = d(C,D) = 1. c
5
Resolent el sistema: D8el I‘EIG—:
2 6 3 o
. —_— A D B
Siga E(x,00), 0 £ x£ 1 un punt de l'aresta AB.
. o) . o)
2 2 5 2 6 35
Aplicant el producte escalar CE>ED = HE_én %zﬁ'n xcosa ,on a =PCED.
X2 x+s
cosa=——-2, 0£X£ L.
X“-x+1

El valor maxim de I'angle a =DCED s’assoleix en el minim de la funcié

1
X% - x+=
f(x) = — i ja que la funci6 cosinus és decreixent en [0,p].
X -
1 2x-1
f'(x) ==
(X) 5

f'(x)=0 quan x ZE gue és un minim relatiu.

L’angle maxim s’assoleix quan E és el punt mig de l'aresta AB .
Aquest angle és justament I'angle diédric del tetraedre:

a

maxim

= arccos% » 70°3144" .

El minim s’'assoleix quan x =0,1, és a dir quan E és el punt A o B.

a

minim

= arccos% =60°.



D
2.- Donat el triangle equilater ABC de costat 1.
Determineu el punt D del costat AB i el punt E del

costat AC que al tracar paral-leles per D al costat AC, i

per E al costat AB, determinen 4 regions S,,S,.S;.S,

del triangle les arees de les quals estan en progressio
aritmetica (veure figura).
Oposicions Valéncia 2010

Solucio 1:

Siga d la diferéncia de la progressi6 aritmética:
S,=S,+d,S,=S,+2d, S, =S, +3d.

Siga x =AD, y = AE.

Notem que CR =EP =x, BQ=y.

Aleshores, RQ=1- x- y.

Lareade S, és: S, =(2- 2x- y)y@
L'areade S, és: S;+d=(2- x- 2y)x$

NG}

L'areade S, és: S, +2d =xy73

L'areade S, és:

RE]

4
Restant les expressions (4) i (3):
¥3

4
Restant les expressions (3) i (2):

3

d=(4xy— 2x+x2)T

S, +3d=(1- x- y)?

d:(1+x2 +y? - 2x- 2y)

Restant les expressions (2) i (1):
¥3

4
Igualant les expressions (5) i (7):

d:(- X2 +y? +2x- 2y)

2x?% - 4x +1=0, la solucié del qual és: x =

2-42
2

Igualant les expressions (5) i (6):

y? +(-4x- 2)y+1=0

Substituint I'expressio (8) en I'expressio (9):
y? +(- 6+2J§)y+1:0

Resolent I'equacio:

y=3-2-410- 642
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Aleshores D és tal que AD = 2- 2 i Etal que AE=3-+/2-+10- 642.

2



Solucio 2: C
Siga x=DB, y=EC.
Siguen S,,S,,S;,S, les arees del triangle les quals estan R
en progressio aritmética. S, +S, =S, + S, =%SABC : =
=4
o
S3=%(52"'S’4)- P
_ _ 1 =E) 51
SDBR _Sl+s4 _SZ +S3 _ESABC'
A D B
Sper = V3,2 Spec = V3
DBR — T ! ABC _T
Aleshores, ﬁx J§ . Resolent I'equacié: x = \/_
- - o 3
La superficie del paral-lelogram ADPE és: S, = (1- x)(1- y)7.
- . . D _ B,
La superficie del triangle equilater EQC: Sgoc =S, +S, = Ty .
Aleshores, (1- x)(1- y)ﬁ— ;{

y? =4(1- x)(1- ).
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& 420 o
2 = 4§1- gg(l- y) . Resolent l'equacié: y =-2++/2 ++/10 - 6+/2 .
2

Aleshores D és tal que DB =

2

i Etal que EC=-2++/2++/10- 642 .
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3.- Larad entre el perimetre d'un rombe i la suma de les diagonals és k.
Determineu els angles del rombe.

Gusiev 68.
Solucio:
Siga el rombe PQRS de costat c = PQ =PS = QR =RS i centre
0. S
Siguen les diagonals d =PR, D= QS .
4c _
D +d
D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle PQS:
2c>D. P 0 F
D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle PQR:
2c >d.
Sumant ambdues expressions 4¢c >D + d, aleshores, k > 1.
D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle rectangle POQ: 0

c< g +g , aleshores, 2c <D +d. aleshores, k <2.

Siga a =DSPR. Els angles del rombe s6n 2a , 180°-2a .
4c .
=k:
d

De I'expressio

1 _k
D,d 2
2c 2c
1.
sina +cosa

sina+cosa =—.

~INN| X

Elevant al quadrat:

.2 2 . _ 4
SIn® a +Ccos a+25|na><cosa—k—2.

. _ 4 4-K*
sin2Za=—-1, -1£ £1,a|eshores,«/§£k<2.

k2 k?
”
-k?0
2a = arcsin%i, amés a més, «/EE k<2.
k® g
, - k20
L'altre angle és 180°-2a =180°- arcsmﬁi

k* &
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4.- Dues circumferencies de radis r, R sén tangents exteriors.
Calculeu la longitud del segment tangent a les dues circumferencies.
Gusiev 118.

Solucio:
Siga la circumferencia de centre Airadi r =AC.
Siga la circumferencia de centre Biradi R =BC .

C el punt de tangencia de les dues
circumferéncies.

Siga P el centre d’homotécia de les dues
circumferéncies.

Siguen M, N els punts de tangéncia de la recta
tangent a les dues circumferéencies.

Volen calcular x =MN .

Els segments AM, BN sén perpendiculars a la
recta tangent a les dues circumferencies.

Siga a=PA, b=PM.

D D
Els triangles PAM, PBN s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

X b
= 1
R+r a+r @
R _r

a+R+2r a+r

)

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PAM :

(@a+r)? =r? +b? 3)
De la expressio (2):
2r2
a= 4
R-r @
Substituint I'expressié (4) en I'expressio (3):
b= 2r«/ﬁ (5)
R-r

Substituint les expressions (4) i (5) en I'expressio (1):

xzzﬁ.
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5.- Els costats d’'un paral-lelogram estan en proporci6 p:q i les diagonals m:n.
Determineu els angles del paral-lelogram.
Gusiev 72.

Solucié:

Siga el paral-lelogram ABCD. Siga a = DBAD . Aleshores, PABC =180°-a .
Siga AB = xp, BC =xq.

SigaEzym,ﬁ):yn. B

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABD :
n’y? =x?(p® +g*) - 2x’pg>cosa 1)

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AEE;C : A, B
m?y* =x*(p® +9°) +2x*pq cosa (2
Sumant ambdues expressions:
(m*+n*)y* =2(p* +q°)x* ®)
»_ mP+n®

X :Wy (4)

Substituint I'expressio (4) en I'expressio (2):
2 + 2 2 + 2

2.2 2,2 2 m n 2
=————y°(p" +q°)+2————-y pgxosa (5)
2(p* +9%) 2(p? +9°)
Simplificant:
2 _ n2\(n2 2
cosa = (m n°)(p° +q°) (6)

2pq(m? +n?)

2 _ L2 2 2 fo)
Aleshores, a =arccos§(m2 ? )2(p +2)q )i
pgm= +n 2

. L’altre angle és el suplementari.
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6.- Les diagonals d’'un paral-lelogram son proporcionals als costats no paral-lels.

Demostreu que els angles de les diagonals sén iguals als angles del paral-lelogram.
Gusiev 69.

Solucio: D

Siga el paral-lelogram ABCD, a = AB =CD,
b =BC = AD .Siga a =DBAD .
Siga E la intersecci6 de les diagonals.

Les diagonals d’un paral-lelogram sén proporcionals als &

costats no paral-lels, siga: AC =ka, BD =kb.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABD :
22 _ a2 _ K2
cosa = u (]_)
- 2ab

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:
2,2 A2 _ K2
cos(l80°-a) = u (2)
- 2ab
De les expressions (1) (2):

k2b? - a? - b? _ k2a? - a? - b?
- 2ab - 2ab

k:\/E.

. Simplificant:

E:%ﬁaﬁ:%ﬁk,mzﬁa.

B _BE_RE_42
AC BC AB 2
D D
Aleshores els triangles ABC, AEB s6n semblants. Aleshores,
DAEB =DABC =180°-a.

DBEC =180°-DAEB =a.
Aleshores, els angles de les diagonals son iguals als angles del paral-lelogram.
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7.- Dues altures tracades des del vértex de I'angle obtus d’un paral-lelogram mesuren

p, g, respectivament i I'angle entre les altures és a .
Determineu la mesura de la diagonal major.

Gusiev 64.
Solucio:
D ,-r"
/‘:\'-. C
I
] Y
] h
A P =" B
-7 0

=

Siga el paral-lelogram ABCD, a=AB =CD, b=BC =AD.
Siga p = DP altura del paral-lelogram sobre el costat AB .
Siga q =DQ altura del paral-lelogram sobre el costat BC.
Siga a =bPDQ. Aleshores, PBCD =a .

Siga d = AC diagonal major del paral-lelogram.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle APD :

=B (1)
Sina

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle CQD:

a=—1_ ).
sina
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:
d? =a? +b? - 2abxcos(180°- a) (3)
Substituint les expressions (1) (2) en I'expressio (3):

g2 =P *d L, pg
sina sin® a

d= Jpz +0? + 2pg xcosa
sina '

xcosa.
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8.- AB i CD son dues cordes d’'una circumferéncia de radi R que s'intersecten

perpendicularment.
Proveu que AC” +BD~ =4R?.
Gusiev 125.

Solucid:
Siga a =bBADC, aleshores, BPBAD =90°-a

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACD:

£ 2R,
sina

Aleshores, AC> = 4R? xsin?a .

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD:

BD
sin(90°- a)
Aleshores, BD- = 4R? xcos2 a .
AC’ +BD’ =4R?sin?a +4R%cos?a = 4R?.
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9.- Demostreu que la suma dels quadrats de les distancies des d’un punt M del
diametre de una circumferencia fins els extrems de qualssevol de les cordes
paral-leles al diametre és constant.

Gusiev 126.

Solucio:
Siga una circumferéncia de centre O i radi R.
Siga un punt M del diametre tal que x =OM.

Siga AB una corda variable paral-lela al diametre que conté
M

Suposem que la distancia de la corda AB al diametre és r
(variable).

Siguen P i Q les projeccions de A i B, respectivament, sobre el
diametre.

Siga OP=0Q=y.
MQ=y-x, MP=y+X.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APO:
R? =r% +y?.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APM:
AM” =r2 +(x +y)2.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BQM:
BM® =12 +(y - x)2.
AMZ +BM =12 +(x+y)2 +12 +(y- x)? = 22 + 2x% + 2y2 = 2(R2 +x2).
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10.- L’angle agut A d’'un rombe ABCD és a .
Determineu la rad entre el radi de la circumferéncia inscrita en rombe i el radi de la

D
circumferéncia inscrita en el triangle ABC.

Gusiev 180.
Soluci6: ”
Siga R el radi de la circumferéncia inscrita en el rombe ABCD.
Siga O el centre del rombe.
Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita al rombe
i el costat AB.
D T
Siga r el radi de la circumsferéncia inscrita al triangle ABC .
Siga ¢ = AB costat del ombe, m = AC, diagonal major, n =BD B 0
diagonal menor.
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ABO:
m a n . a
— =Cc0S—, — =sin—.
2c 2 2 2
D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle ATO :
2R . a "
— =sin—.
m 2
= Lmssind (1)
2 2
D
L’area del triangle ABC és:
S = m = 2c+m r
ABC 38 2 :
r = L (2)
4(2c +m)
Dividint les expressions (1) (2):
1 . a % ,,MO0 a
—mxsin= 2¢2+2_—= 2+2c0s= )
R 2(2c+m) . a 2cg . a . a
=2 2 _A )sm—:u5|n—:—25|n—:2$i+cos—9.
r mn n 2 n 2 2 e 29

_— sin—
4(2c +m) 2c 2



