Ricard Peir6 i Estruch

Problemes Geometria 28

1.- Dues circumferéncies sén tangents exteriors en el punt C, AB és la tangent
exterior comuna.

Determineu els radis de les dues circumferéncies SiAC =8, BC = 6.
Gusiev 127.

Solucié:

Siga la circumferéncia de menuda de centre P i radi r =PB =PC .

Siga la circumferéncia de gran de centre Q iradi R =QA =QC.
Siga O el centre d’homotécia de les dues circumferéncies.

Aleshores, PBPO =bDAQO =a..

o_
PBPC =180°a , DPPCB =%. pACQ=189"2 _gpo_ 2

2

Aleshores, DACB =90°. BDABC =90°-a.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACB:
AB =+/62+8% =10.

- D -
Siga PK l'altura del triangle isosceles BCP. CK = 3.
- D R
Siga QL l'altura del triangle isosceles ACQ. CL =4.

D D
Els triangles rectangles ACB, QLC s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

oL _co
BC AB
4 R 20

— =— Aleshores, R =—.
6 10 3

D D
Els triangles rectangles ACB, CKP son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
cK_cp
AC AB’
3 S Aleshores, r =E.
8 10 4



Ricard Peir6 i Estruch

2.- Les bases d'un trapezi isosceles s6n a, b a > bil'angle agut a .
Determineu el radi de la circumferéncia circumscrita al trapezi.
Gusiev 178.

Solucio:

Siga el trapezi ABCD de bases a= AB, b=CD.

Siga a =bDAB .

DADC =180°-a

Un trapezi isosceles esta inscrit en una circumferencia ja que els angles oposats son
suplementaris.

Siga DH altura del trapezi. O C
Aq=2-0
2
Aplicant raons trigpnomeétriques al triangle rectangle
D
AHD :
D = a-b . A, H
2cosa
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABD :
.2
BD =2+ 2270 0 5, 30 o o
e2cosa g 2cosa
_, a-b &
BD :az+‘€;e 9 _a@-b).
g2cosa g
BD - Ja? +b? - 2ab+ 4ab xcos? a
2cosa '

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD:
BD

sin(180°-a)

circumferéncia circumscrita al trapezi.

Ja? +b? - 2ab + 4ab xcos® a
4sina:cosa '

D
=2R, on R és el radi de la circumferencia circumscrita a ABD, que és la

R =
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3.- La tangent exterior comuna a dues circumferéncies tangents exteriors forma un
angle a amb la linia que uneix els centres. Determineu la raé entre els radis de les
circumferéncies.

Gusiev 122.

Solucio:

Siga la circumferéncia de centre P i radir i la circumferencia de centre Q i radi R.
Siguen A i B els punts de tangencia a la recta tangent exterior comuna a les
circumferencies.

Siga C el punt de tangencia de les dues circumferéncies.

Siga O centre d’homotécia de les circumferencies, interseccio entre la tangent exterior
comuna i la linia que uneix els centres.

Siga a =DAOP . Siga M el punt mig del segment AC . Siga N el punt mig del segment
BC.
Siga x =CM, y=CN.

a

DAPC =90°a, BACP =45°- DBBAC = 450+E

2
5
PBQC =90°-a, DPNQC = 45°- % . PNCQ = 45°+%
Aleshores, DACB =90°.
DABC =45°a, AC=2x, BC=2y.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ABC:

X _X_ g 8%50-_- (1)
2y y e 29

D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle PCM:

X =r ><sin8%f5°+29 (2
e 29

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle CQN:

y=R >ein€%5°- ag 3)
e 29

Dividint les expressions (2) i (3):

Z = _tg%5°+_— (4)

y R e 2g

Substituint I'expressié (1) en I'expressio (4):
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a
1-tg—
92 2
tg€915°- -+ 1+ig=  &- g2 9 8%033- sin2 2 .
r-_¢ - y 2. _¢ 2 2. _1-sina
R ao a a=+ a . a+ 1l+sina’
t a%f5°+—+ 1+tg— §1+t — Zé:cos_+s|n_+
K, 193 925 2 %%
1- tgi

2
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4.- Un trapezi isosceles té inscrita una circumferéncia. Determineu els angles aguts si
coneixem que la rad entre el costat lateral i la base menor és k.
Gusiev 181.

Solucio:
Siga el trapezi isosceles ABCD de base menor CD = 2y i costat lateral AD = 2ky .

Siga AB = 2x base major.
Siguen K, L, M, N els punts de tangéncia de la circumferencia inscrita al trapezi.

AK = AN =BK =BL = x.

CL=CM=DM=DN=y. 3 0
AD = X+V.

Aleshores, x +y = 2ky . M

X =(2k- 1)y D)
Siga DH altura del trapezi.

AH=x-y.

|
|
|
|
|
|
|
|
I

Siga a =BDAB angle agut del trapezi. A H K

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle AHD
cosa=2"Y 2)
X+y
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):

k-1
cosa=——.
K

a= arccosgé%lg, 0< % £1. Esadir, a = arccosgé%lg quan k >1.
e e

a a
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5.- Demostreu que la recta que passa pel punt interseccié de les continuacions dels
costats laterals d’un trapezi i els punt intersecci6 de les diagonals divideix les bases
per la meitat.
Gusiev 89.

Solucié:

Siga el trapezi ABCD.

Siga a= AB, b =CD bases del trapezi.
Siga O la interseccio dels costats laterals.
Siga E la intersecci6 de les diagonals.

Tracem una paral-lela al costat AB que passa pel
punt E. g
Aquesta recta talla els costats laterals en els punts A M‘\

P, Q, respectivament.

La recta OE talla el costat AB en M i el costat CD en N.

D D
Els triangles CED, AEB s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

CE_b DE_b

AE a BE a
— — a —
b . CE_ a
E = _DE_ =_b __2 . Analogament — = .
B DE+BE 2.4 a+b AC a+b
b
. D D -
Els triangles PED, ABD son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
_ 2
PE_DE pE-2_|
a BD a+b
D D

Els triangles EQC, ABC sb6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

EQ_CE 5. .2°
a AC a+b

Aleshores E és el punt mig del segment PQ.

D D
Els triangles AEO, AMO s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
PE _OE

AM OM’
D D
Els triangles EQO, MBO sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
QE _OE
BM OM

Aleshores, AM = BM. Per tant, M és el punt mig del costat AB.
Analogament N és el punt mig del costat CD.
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6.- El punt A esta entre dues rectes paral-leles r, s, i esta a una distancia a, b de les
rectesr, s, respectivament.

D
El punt A és I'angle recte del triangle ABC tal que B ésderiCdes.
De tots aquests triangles determineu els catets dels de menor area.
Gusiev 540.

Solucio:
Siga P i Q les projeccions de A sobre les rectes r, s respectivament.
AP =a, AQ=b. E p .

Siga a =DCAQ, aleshores, DBAP =90°-a .

Siga x =BP, CQ=y A,

D D
Els triangles ACQ, BAP . Aplicant el teorema de Tales:

a_ X. Aleshores, y = a_b_ ¢ “ S
X b X

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BAP:
AB =+a? +x? .
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACQ:
.2
AC = _[b® +§@9 L A
eXxg X
. D
L’area del triangle ABC és:

1— — bx2+a’
Spsc =—=ABXAC = =
ABC 2 2

X
. - b x? +a? . .
Considerem la funcié f(x) = > . Determinem el seu minim:
2 2 2
' X" -a " 2a
ff(x)=——7— ") =—;
X X
f'(x)=0 six=a.
f"(a) > 0.

Aleshores, x =a és un minim relatiu estricte.

Els catets, el triangle del qual té area minima, mesuren:
AB=a\/2, AC=hy2.

L'area minimaés: S, =ab.
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7.- Una de les bases d’'un trapezi és 24 i la distancia entre els punts migs de les
diagonals és 4. Determineu la mesura de l'altra base.
Gusiev 79.

Solucié:

Siga ABCD un trapezi de bases paral-leles AB, CD.
Siga P el punt mig de la diagonal AC.

Siga Q el punt mig de la diagonal BD.

PQ=4.

Siga E la interseccié de les diagonals AC, BD.

a) Suposem que AB =24 és la base major.

Siga b = CD base menor
o o PooQ

Els triangles ABE, PQE s6n semblants i la ra6 de
semblanca és 6:1. A

Siga PE = x, AP =5x.
D D
Els triangles CDE, PQE son semblants i la rad de semblanca ésb: 4.
Si PE=x, CE=2x.
_ 4
Comque AP =CP:
5x =x+ %x . Resolent 'equacio en la incognita b:

b=16.

b) Suposem que CD = 24 és la base menor.
Siga a = AB base major E

D D
Els triangles CDE, QPE so6n semblants i la raé de F
semblanca és 6:1.

Siga PE=x, CE =6x. A
D D
Els triangles ABE, PQE s6n semblants i la ra6 de

semblanca és a: 4.
Si PE=x, CE = 2x.
_ 4
Comque AP =CP:
%- X = 6x + X . Resolent I'equaci6 en la incognita a:

a=32.
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8.- Siga ABCD un trapezi amb angles rectes Ai B, tal que AB=4, BC=1, AD =5.
Siga M un punt del costat AD tal gue l'angle BAMD és el doble de I'angle BDBMC .

Calculeu larad AM: MB .
Gusiev 84.

Solucié:
Siga a =bBMC , 2a =DAMD .
Siga x =AM, MB =5- x.

&5- Xg
-2x+10  _ 4

x2-10x+24 X
3x?% - 25x +48 = 0. Resolent 'equacio:

:% gque és absurdajaque x£5.

|2
N w

<
vy]
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9.- En un rectangle ABCD s’ha tracat la perpendicular BK a la diagonal AC.

Els punts M, N divideixen per la meitat els segments AK i CD, respectivament.
Demostreu que BBMN =90°.
Gusiev 479.

Soluci6 1:
Siga a=AB, BC =b.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:
AC =+a® +b? . D N C

D D
Els triangles ABC, AKC . Aplicant el teorema de Tales:
2

— a ab
AK = ——, BK = ——.
va? +b? Ja? +b? b
CM=AC- AW =Va? +b? - — &= 2“2
2Ja2 +b2  24/a? +h? A B

_a

JaZ+p?

Aplicant el teorema del cosinus al triangle CISIM:
TN :8’192 +gea2 +2b? '59'2 _,a a’+2b’
€2g 2a?+b2 g  22a?+b?
—2  4b* +a%b?

MN :_(—)_4a2+b2 .

- D
BM és la mitjana del triangle ABK :
o _2BK +2AB - AK
4
212 4

2 ?b 2+2a2' 2a 2

Bw? =_a~ +b a” +b”
4

—2 a*+4a%?

M)

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCN:

2
BN’ =p2 +2_ .
4

Siga a =bPBAC, cosa =

cosa.

- _ 4 22 4 2K 2 4 4 22 4 I
BM2+MN2=a'+4a b +4b' +a°b- _a +4b" +5a°b =b2+a—=BN2
4(a2 +b2) 4(a2 +b2) 4(&12 +b2) 4

Aplicant el teorema invers del teorema de Pitagores DBMN =90°..




Soluci6 2:

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:

AC =+/a® +b? .

D D
Els triangles ABC, AKC. Aplicant el teorema de Tales:
2

-— a
AK = ——.
Va® +b?
AC = AB+BC.
. . 2 . .
AM = 1AK = 1 ! a (AB +BC)
2 2\/a2+b2 \/a2+b2

= ] (a6 +5¢)
AM = AB +BC]|.
2la? +b?

b2 - a? +2b?
2(a2 +b2)AB ¥ 2(&12 +b2)
MB =- AM + AB .

MN =

_a‘+2b* - -a® -
T A T
MN >MB = 1 $2(a2 +2b21ﬁ“2 - az(a2 +2b2X
4‘a2+b2i2e
Mr\ixwé:ﬁ((aﬂzw)-(a2+2b2)):o.

Aleshores, BDBMN =90° .

Ricard Peir6 i Estruch

—28
BCH 0_
7]
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10.- Dues circumferéncies de radis a, b a > b sén tangents exteriors.
S’ha tragat les rectes tangents exteriors a les dues circumferéncies.
Determineu I'area del quadrilater format pels 4 punts de tangéncia.
Gusiev 268.

Solucio:

Siga P el centre de la circumferencia de centre P
i radi a.

Siga Q el centre de la circumferencia de centre Q
i radi b.

Siga A el punt de tangéncia de les dues
circumferéncies.

Siga 2a I'angle que formen les dues rectes
tangents.

Siga O el punt interseccio de les dues rectes
tangents.

Siga BCDE el trapezi que determina els quatre
punts de tangéncia.

Siga M la projecci6 de B sobre la recta OP.
Siga N la projeccio de C sobre la recta OP.

Siga K la projeccié de Q sobre el radi PB.

Siga L la projecci6 de D sobre el segment AE .
BPBM =DbPQK =bEDL =a.

PQ a+b,PK=a-b.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PKQ:

KQ=BC =+/(a+h)? +(a- b)> =2+ab.

sina = &~ b, cosa = 2@.
a+b a+b

Notem que h =MN =DL és l'altura del trapezi de bases paral-leles BE; CD.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle PMB :

2ab _ , Jab
+b

a+b

BM = a xcosa . Aleshores, BE = 2a

Aplicant raons trigonometriques al triangle QNC :

21/a_ - 4b \/_

CN =b xcos a . Aleshores, CD =2b .
a+b a+b

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle DLE:
2
/b [ab

DL =MN = 2/ab xcosa . Aleshores, CD =
a+ b a +b

La superficie del trapezi BCDE és:

J_+4bJ_
s -_ a+h a+b , ab _ 8ab+/ab
BCDE 2 a+b a+b
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