Ricard Peir6 i Estruch

D
1.- Siga el triangle ABC.
Si cos(3A)+cos(3B) +cos(3C) =1 aleshores un dels angles és igual a 120°.

Solucio:
A+B+C=180°.
cos(3A)+cos(3B) =1- cos(3C).

cos(3A) +cos(3B) = cos0°+cos(180°- 3C).

Aplicant transformacions de sumes de cosinus en productes:
as(A +B) 9>cos$§(A -B)o

o_ o _ 0 -
2>C0SG +=2 mosgéMQxcosaMQ
e 2 g e 2 g & 2 g & 2 g
Simplificant:
o_ = _ .. o e
cosc@;aé;—(180 C)Qmos?fg—(A B)Q:coszgé—so 3¢9
g € 2 g & 2 g
0058‘5700- £9><cos€;M9= coszgéom 3Co
e 2g e 2 g e 2 g
- smcf;é;— mos@aé;m—B)o sinzgé;—cg
29 e 2 7] e2 g
Factorltzant

smg— >«gsm€8co co 528%9(:20
e 20

Si sin€§7c9= 0, aleshores, % =180°, és a dir, C =120°.
el g

Si smg +cos€é3(A B) 9— 0, aleshores, cosé%00+£9= cosgewg.
a e 2 g e 2 g e 2 g
3C 3(A B)

Aleshores, 90°+— >

A-B-C=60°, A+B+C=180°.
Sumant les dues expressions:
A =120°.
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2.- Donat el triangle ORB construim el triangle que generen els extrems dels vectors
erB, S XAE;, t XOA .

Determineu que la rad entre les arees del triangle inicial i el nou triangle és

I S

|st-r)-tr-1

£ CII:D IDII Rl:a ID:I ."E'\I 3

Solucio:
D
Considerem el triangle OAB situat en el planol cartesia
0(0,0),A(a,0),B(b,c).
ac
51"
Siguen r>OB = OB',s xAB = AC', 1 XOA = OA'.
Aleshores: A'(ta,0), B'(rb,rc), C'(a+s(b- a),sc).

D
L'area del triangle OAB és S,z =

D
Considerem el triangle A'B'C'.
Calculem la seua area:
A'B'= (tb- tarc), Hﬁ” = \J(rb - ta)® +(rc)? .
Determinem la recta que passa pels punts A’, B'.
r°-rcx+(rb- ta)y +rtac =0
Calculem la distancia del punt C’ a la rectar.

_|- rc(a+s(b - a))+(rb- ta)sc+rtac| |(-r+rs- st+rt)ac|

d(c'r) = = .
| J(rb- ta)? +(rc)? | |J(rb- ta)? +(rc)? |
s _A'BXD(C',R) _|(-r +rs - st+rt)ac|
A'B'C' — 2 - | 2 | .

ﬁ{

La proporci6 d'arees és: Saec _ 2 1 )
Sppc |(-T+rs- st+rac| [s(t-r)- tr+r|

2
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3.-
a) Demostreu que tres segments de longituds donades m, n, p poden ser les mitjanes
d’'un triangle si i només si es pot construir un triangle que els tinga per costats.

b) Donades tres longitud m, n, p que compleixen la condicié anterior, calculeu les
longituds d’un triangle que té per mitjanes m, n, p.
&

Solucio:
a)
. D . " . hb e
Siga ABC un triangle de mitjanes de longitud m, n, p. Volem
veure que amb aquestes longituds es pot formar un triangle.
Vegem que es compleixen les desigualtats triangulars:
A
Siguen m =AM ,,n =BMg,p = CM, e ;
D

Aplicant la desigualtat triangular al triangle AGM ém < %p +%

. . , , D 2 1 b
Aplicant la desigualtat triangular al triangle AGMg Em < §n + >
Sumant les dues desigualtats im < i(n +p) + S b .

3 3 2 2

. . , , D c _1 2
Aplicant la desigualtat triangular al triangle BGM , > < §p + §n

. . , , D b 1 2
Aplicant la desigualtat triangular al triangle CGMg > < §n + §p
Aleshores:
4 1 b 1 .2 1 2

Sm<i+p+S42<Zn+p+Ip+intIn+Zp=Ln+p)
3 3 2 2 3 3 3 3 3 3

Pertant m<n+p
Analogament provariemque n<m+p, p<m+n.
Aleshores si tenim tres segments m, n, p que formen un triangle es pot format un

D
triangle ABC que tinga aquests segments per mitjanes:
Sabem que les mitjanes d’un triangle mesuren:

_ N2b% +2c¢?- a? _+2a% +2c¢? - b? _\J2a? +2b? - ¢?
m = > n= > , p=

2

120% +2¢% - a® = 4m?
Resolent el sistema: { 2a? +2¢2 - b? = 4n?
F2a% + 202 - ¢2 = 4p?
a2 = aon? + 2p? - mz), b a(2m? +2p? - nz)’ 2o alom? +2n? - p?)
9 9 9

D
Notem que el triangle ABC té per costats % de les mitjanes del triangle de costats m,

n, p. Per tant s'acompleix: a<b+c, b<a+c, c<a+b.

D
b) En la demostracio de I'apartat a) hem calculat els costats del triangle ABC.



D
4.- Siga el triangle rectangle ABC BABC =90°.
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Siguen m i n les longituds de les mitjanes respectives als vertexs A, C.

a) Proveu que % gMeo
n

b) Si a és I'angle format per aquestes dues mitjanes,

quin és el valor maxim que pot assolir a?.

Solucio:
a)

Per les propietats de les mitjanes:

, _2c?+2b%-a%? , 2a®+2b?-c?
m* = n“=——— "~

4 4

Dividim ambdues expressions:
m? _2c? +2b%- a’
n® 2a®+2b”®-c?
Aplicant el teorema de Pitagores: c? =b? - a
2 _ 4b2 _ 3a2
2 b2 +3a2
> _4b®-3a° [ 4p®
2 T N2 2 £ 2
n b +3a b

3

3 S

£4

Per se b la hipotenusa del triangle b > a
m? _4b%-3a®, 4b®-3p* _ b® _1

n2  b?+3a2  b?+3b2 4b2 4
Calculant l'arrel quadrada:

heprea

Aleshores: > £ —£2.

b)
Siga a =bA'GC

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle A'GC

a 1 ¢
2 -_3 __ sinpACG=2
sina SinBA'CG n
Aleshores: sina _sac ™

4nm

D
Per ser el triangle ABC rectangle c£m,a£n

Aleshores: sina £% 0°£ a £ 90°

Aleshores, a £ arcsin% » 48°35'25"

Aquesta és una bona fita de I'angle a.

4
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Vegem que encara ho podem afitar meés:

2 _ 2 2 2
Per la questi6 1 sabem que m? = 4bT3a’ n? = b ;a

Aillant les incognites a, b
a2 = 4(4n% - m?) _ 4(3n* +3m?)

b2
15 15
2.,2.2
De l'apartat (*) sina _sac Aleshores, sin’a =%
4nm 4°n“m
Substituint a, b:
& P o) 60
2 g ¢ 2.2 :
sina=—_q@7- 422 L T
15° ¢ gen g  a@mg =+
éng g
g § Qn :
La funci6é f(x) =17 - 48?(2 - %9 un Unic maxim en l'interval %,quuan x=1
e X“ @ & Y
Aleshores, sin?a és maxim quan ™M — 1 i el valor maxim és:
n
2 .2
sin?a £ > _(17- 41+1D) == = &0
15 5° edSg

Aleshores, sina E% a £ 36°52'11.63"
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5.- En qualsevol triangle rectangle s’acompleix la seguen desigualtat:

0'4< N <0'5 onréselradi de la circumferencia inscrita i h és l'altura sobre la

hipotenusa.
Solucio: C
D
Considerem el triangle rectangle ABC, A =90°. 4 3
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita. Siga h l'altura b
sobre la hipotenusa. |
D
L’area del triangle ABC és: i _ '
a+b+c ah A C B

s=r2727> =21
2 2

Igualant les arees:

a+b+c _ah r_ a
r———=—, aleshores, — =——.
2 2 h a+b+c
Dividint per a:
r_ 1 _ 1
h ;,b,Cc 1+sinB+cosB
a a

Provem que sinB +cosB <15, sinB+cosB >1.

sinB +cosB = sinB +sin(90°-B) = 2sin 45°cos(B - 45°) = ﬁcos(B - 45°) £ J2 <15
Suposem que sinB+cosB £1 0°<B<90°.

(sinB +cosB)? £1

sin?B +cos? B +2sinBcosB £ 1, aleshores, sin2B £0, 0°< 2B <180° la qual cosa és
un absurd. Per tant, sinB +cosB >1.

r_ 1 1 _ 05 r 1 1 .

—= . < = —= . > =04
h 1+sinB+cosB 1+1 h 1+sinB+cosB 1+15

Aleshores, 0'4 < % <0'5.
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D -
6.- En una circumferéncia esta inscrit un triangle isosceles ABC AB =BC.

Siga un punt K gualsevol de I'arc AC.
Aleshores, AK KC =BK~ - AB".

Solucio:
D N P
un triangle isosceles ABC AB =BC inscrit en una

circumferéncia.
Siga a = PbBAK , aleshores, BPBCK =180°-a

Notem que DAKB = C

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABK :
BK AB . BKsinC
—— =_——_,aleshores, sina=———
sina sinC AB

1)
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABK: L
AK AB AK AB
_ = ——, per tant, =
sin(180°-(a +C)) sinC

sin(@+C) sinC

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle BCK:
KC AB
. = — 3)
sinfa- C) sinC
Multiplicant (2) i (3):
AKKC ~_ AB
sin(@a+C)sin(a- C) sin’C
Transformant productes de sinus en sumes:
AK KC AB’

-71(cos(2a)— cos(ZC)) ~sin’C

AKKC _ AB’
sina - sin?C sin’C
Substituint (1) en (4):

(4)

—2

AK KC _ AB
- 2 - .2
inC o sin“ C
aEB—Kian - sin?C
AB 4
Simplificant:

AK *KC =BK” - AB”.

()

B
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7.- Demostreu que en un triangle rectangle % £.2-1onrés el radide la

circumferéncia inscrita i R el radi de la circumferéncia circumscrita.

Demostracio:

D
Considerem el triangle rectangle ABC A =90°.
Per ser el triangle rectangle el circumcentre és el punt mig de
la hipotenusa.

Aleshores, R =% Q).

Siguen M, N, P els punts de tangencia de la circumferencia
inscrita i el triangle.

Aleshores, r =AP =p- a on p és el semiperimetre.

_a+bh+c _b+c-a
r=———-a=———.

2 2
D

Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle ABC.
b=a:sinB,c =a:cosB.
a(sinB+cosB- 1

( ) 2

2
Dividint (2) entre (1):

Pertant, r =

r =sinB+cosB- 1.
R

g2

Considerem la funcié f(B) = sinB +cosB - 1 on Bi $0,PY

Calculem el maxim de la funcié:
f'(B)=cosB - sinB
f(B) =0

cosB - sinB =0, aleshores, B =

NNk o)

f*(B) =- sinB - cosB.

0= 5 <0.
edg

Aleshores, B =% és un maxim de la funcié f(B).

Pertant L =£(8) £1820=2-1
R edg
Nota: Aquesta fita del quocient dels radis és millor que la que dona el teorema d’Euler

: . . oo . r .1
dels radis de les circumferencies inscrita i circumscrita que era R £ > per a qualsevol

triangle.
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D
8.- Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferencia inscrita.
Siguen hy,h,,h, les 3 altures del triangle.

A,
Aleshores, i + i + i = }

h, h, h, T

Solucio:
Siguen h;,h,,h; les altures referides als costats, a, b, c,
respectivament.

h1

D
Calculem l'area, del triangle ABC.
o2 b, o _chy B c
2 ' 2
S =r>p, onr és el radi de la circumferéncia inscrita i p el semiperimetre del triangle

, S=

D
ABC.
Igualant les arees tenim que:

2rp 2rxp 2r
= ) h = ’ h = -

! a 2 b s c
a . b +_C - atb+c _p
2rxp 2rp 2rxp 2rxp 2rp

1.1 1 _
_t 4+ =
hl h2 h3

kR
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D
9.- Demostreu que si dues mitjanes m_,m, d’un triangle ABC son perpendiculars

aleshores esté que m_> =m_?>+m,%, on m_ és l'altra mitjana.

Soluci6 1: B

Siga G el baricentre del trlangle ABC
Siguen m, = = AD, m, =BE, m, = =CF les tres mitjanes del

. D
triangle ABC g
Per la propletat del baricentre AG +BG+CG=0
obé, AD+BE+CF=0. =
Si les mitjanes m_,m, son perpendiculars, aleshores, A
AD>BE =0
— 2 —_— — _ — _— —
2 =HCFH =CF><CF=(— AD - BE) ~AD- BE)=
- —_ 2 —
= AD ¥AD +BE BE + 2 xAD »BE = ‘ +‘ =m,2+m,>.

Es a dir el quadrat de la tercera mitjana és igual a la suma del quadrat de les mitjanes
gue son perpendiculars.

Solucio6 2:
» _2b%+2c?-a’ , _2a*+2c?-Db? » _2a%+2b?-
m,” = ,m=—m. =
4 4 4
Si les mitjanes m_,m, son perpendiculars, aplicant el teorema de Pitagores al triangle
.2 L2
AGB gezm 0 +g—mb9 =c?, aleshores, c? =%(’na2 +mb2) 1)
@ a

D D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles GDB, GEA :

.2 .2 .2
a@mbg +881m 9 :gaig
e3 1] g e2g
A ¢ . a@ 6 _abo

me +9 m, 9 :g_g
e3 1] g e2g

Sumant i simplificant, a? +b? = 2?0(ma2 +mb2) (2

Substituint (1) i (2) en I'expressio de la mitjana,
220 2 210 4 2 2
2C— +m," - — +m
_2a2+2b2-c2_39 2 b)g gv® b) 2
c - 4 - 4 a
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P D
10.- Des del punt mig de la base AB del triangle isosceles ABC s’ha tragat una
perpendicular al costat BC que talla el costat en el punt M. Siga N el punt mig del
segment DM. Demostreu que els segments CN, AM sén perpendiculars.

Soluci6 1: C

D
Considerem el triangle ABC amb les seglents coordenades
cartesianes: A(- c,0), B(c,0), C(0,a). Aleshores, D(0,0).

La recta r que passa pels punts B, C té equacio: r° y = j(x- c). A
c

La recta s que passa pel punt D i és perpendicular al costat BC té

., (of L, . .,
per equacio: s ° y =—x. El punt M és la intersecci6 de les rectes r, s:
a

2 2
0
Aleshores, Mé c , 2ac Zj.
a’+c® a’+c’y
>
0
N és el punt mig del segment DM. Aleshores, N§ a’c 3(: SV
2a +C ) 2(a +cC )fg,

Calculem les components dels vectors CN, AM.

a’c ac? 0 a’c ac?

9 9
CN= éZa +c ) 2(a2+cz)-ag A = éa +c?2 +C’a2+c p

Calculem el producte escalar dels vectors CN, AM:

- . 2 2 2 34 2 _ 543 24 2

CN *AM = ?c _ aa c+2a c2+c i+8Fac 2261 22ac . 2ac _ -0
Z(a +cC ) a“ +c a9 2@ +c°) ga“+c

Aleshores, CN, AM sén perpendiculars.

Solucio 2:

Siga AB =2a,CA=CB=b,DCAB=a.

D N
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle CDB, CD =+/b® - a® .

D D
Els triangles CDB,DBM s6n semblants, aplicant el teorema de Tales:

CB _CD — ab?-a® — _ DM _ avb? - a?

— =—. Pertant, DM=————, NM
DB DM b 2 2b
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle BMD :
- 2[h2 _ A2 2 2 2 _ 42
BM:\/aZ_M:a_’ CMzp.2 _b"-a
b? b b b

CN=CM+MN ,AM = AB +BM . Efectuem el producte escalar i comprovem que és
zero.

CNXAM = CNOMN + AB sBM + MN %AB +MN 5BM = CM>MN + AB xBM + MN XAB =
= HCMH {‘MNH cosa + HABH {‘BMH c0s1800+ MNH {‘ABHcos(goua) =

2 2 2 2 '
:b - a )ané-b_ Xa—+ —\[ -azag =0

a® @
b b b b p

Aleshores, CN, AM so6n perpendiculars.
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11.- Demostreu que la suma dels catets d’un triangle rectangle és igual o menor que la
diagonal del quadrat construit sobre la hipotenusa.

Solucio:
D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°.
La diagonal del quadrat construit sobre la hipotenusa és (aplicant el teorema de
Pitagores) J2a.

(b+c)? =b? +c? +2bc =a? +2bc.

Provem que 2bc < a®

Considerem la funcié: f(b,c) = 2bc ¢
Com que c =+/a® - b?
f(b) = 2bv/a? - b? . Determinem el maxim de la funcio. -
(o) = (2a%b- 4b®) _ 2(a? - 2b?) A B
Ja®?-b*  4a?-Db?
f)=0 U b= V2,
2
3
f'(b) = ——=—= 20
(a2 _ b2)3
5
f"ae‘/zj< 0.
2
2

Per tant, b = 7a és un maxim de la funcio f(b).

Aleshores, f(b)£f§ _2_ / _1

Per tant, 2bc < a?.
(b+c)®> =a® +2bc £a® +a® =2a’.
Calculant l'arrel quadrada:

b+c £ +/2a. Aleshores, la suma dels catets d’un triangle rectangle és igual o menor
que la diagonal del quadrat construit sobre la hipotenusa.
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D P
12.- En l'interior d'un triangle equilater ABC es troba un punt P tal que PA =6cm,
PB =8cm, PC =10cm . Determineu el costat del triangle i la seua area.

Soluci6 1:

Siga P, el punt simetric del P respecte del costat AB .

Siga P, el punt simétric de P respecte del costat BC. =1
Siga P, el punt simétric de P respecte del costat AC.

Aleshores, AP, = AP, =6, DP,AP, =120°.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle P,AP, :

PP, =62 +62 - 266 >c0s120°= 108 , Aleshores,
PP, =643.
Analogament, P,P, =10~/3, PP, =843 P2

D
Notem que el triangle P,P,P, és rectangle.

D D
L'area del triangle ABC és la meitat de la suma de les arees dels triangles P,P,P; ,

D D D
PAP. , PBP, , P,CP, .

6383 _ 75
PPP; 2 -

6 *6 xsin120°
PAP; — s =943

i (o]
_ 8x8xsin120 =163

PBP, ~

i (o]
1010 xsin120 =253

P,CP; —

S o = SP1P2P3 +SP1AP3 +SPlBP2 +SP2CP3 _ 72 +9«/§ +16«/§ +25\/§ -36 +25J§_
2 2
L'area d’un triangle equilater és S 5. =@a2 on a és el costat del triangle.
3

Aleshores, Ta2 =36 +25./3.

Per tant el costat del triangle equilater és a =+/100 + 483 .



Soluci6 2:

- D
Siga a = AB el costat del triangle ABC.
Considerem els angles a = DAPB, b =BAPC .

D D
Aplicant el teorema del cosinus als triangle ABP, ACP,
D
BCP:
a’® =62 +8%-2x68xosa,

~
=
N—r

_100-a% .
aleshores, cosa = o5 sina =_|1-

a’> =62 +10% - 2x6 X10>cosb,

136- a2 a2y
aleshores, cosb==—"-"_=_, sinb=_|[1- T .2
120 ¢ 120 5 @

a® =82 +10% - 2x8x10 xc0s(360°- (a +Db))
Simplificant:

a® =164 - 160 xcos(a +b)

a® =164 - 160(cosa cosb - sinasinb)  (3)
Substituint les expressions (1) i (2) en I'expressio (3):
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|

2 2 2 &2 220
- - - (0] - 0o -
2 —164. 1600100 - 2% 136 - a® | #00-a ¢ |, @36-a"0 7
é 120 % 5 120 5 =
@
Simplificant:
a?(a*- 200a? +3088) =0
Aleshores,
a® = }100 +4843 la segona soluci6 no és valida ja que el punt P estaria fora del
1100 - 4843
triangle.

a=+/100 + 4843

L’area del triangle és:

S asc =§(100 +48J§)= 36 +254/3 .
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N3

D N
13.- En el triangle ABC sabem que AC:BC =1: 3, BPACB = arctg;.

En el costat AC agafem un punt D tal que AC =CD.
D
Determineu la rad entre I'area del cercle circumscrit al triangle ACD i I'area del cercle

D
inscrit al triangle ABD .

Solucio: A
SiC= arctg@, aleshores,
sinC = /5 2

?,cosC=§. C\_/D 5

Sigaﬁzazx, BC = 3x
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ACD:

J6

AD” = x? +x2 - 2x?cos C . Aleshores, AD = =X

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :
AB” =x2 +(3x)? - 2532 cosC . Aleshores, AB = /6x .

D
Siga a =bBCDA. Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACD:

AD _ AC _ . . : N . D
— = — =2R onRéselradide la circumferéncia circumscrita a ACD.
sinC sina
Aleshores, sina = @ R :ﬁx.
6 2.5

D
Calculem l'area del triangle ABD:

_ AD>DB>sin(180- a) _ 5 ,
Saep = 2 BER

D
S,ep =P onr és el radi de la circumferéncia inscrita al triangle ABD ip el
semiperimetre. Igualant les arees:

& 0
J5 ¢/bx + 2x+ﬁx?
XU 2 =/(C 3 T, aillantr:
3 ¢ 2 N
e 2
r= V5 X.
3+2.6

D
La rad entre I'area del cercle circumscrit al triangle ACD i I'area del cercle inscrit al

D
triangle ABD és igual al quocient dels quadrats dels radis:

2/ O

— X7
R® _ ézJET 5 _3.33+12J6
¥ = .5 ¢ 2 25
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D
14.- Siga el triangle ABC rectangle A =90°.

Pel punt O del catet AB tracem la perpendicular OH a la hipotenusa BC .
Siga D la intersecci6 de la recta OH i la recta AC.
Siga E la intersecci6 de les rectes DB i OC.

Determineu el lloc geométric del punt E al variar O sobre el catet AB .

Solucio:
Siga a =bPAOC, b=b0OCB, ¢=bDHDB. C
Demostrem que b =¢.
. D OH
Considerem el rectangle OHC, tgh =— B
H A f

D
Considerem el rectangle DHB, tgg= %

on

= = = D
b _CH_OHDDH_ BxigB=1 /
tgg HB HB CH

DH

Aleshores, tgb =tgg, pertant, b =¢.
D D D
Els triangles CEB, DBH sbén semblants, per tant CEB és rectangle.

Siga M el punt mig de la hipotenusa BC .
Per la propietat de la mitjana d’'un triangle rectangle (la mitjana sobre la hipotenusa
mesura la meitat de la hipotenusa):

ME =MB, el segment ME és sempre constat.
Aleshores el lloc geométric del punt E al variar O sobre el catet AB és I'arc de

circumferencia de centre M i radi A—ZB.



