Ricard Peir6 i Estruch

Problemes Geometria 30

1.- Un trapezi amb angles aguts a, b esta circumscrit a una circumferéncia.

Determineu la rad de proporcionalitat entre el perimetre del trapezi i de la longitud de

la circumferencia.
Gusiev 182.

Solucio:

Siga el trapezi ABCD de costats paral-lels AB, CD. Siga PDAB =a, DABC =b.

Siga La circumferencia inscrita al trapezi de radir.

Siguen K, L, M, N els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita al trapezi i el

trapezi.
KM=2r.
T AN me _mT AT AT R e DM C
AK = AN, BK=BL, CL =CM, DM=DN.
Aleshores, AB + CD =BC +AD . . \
El perimetre del trapezi és igual a p = Z(ﬁ +E).
Siga P la projecci6 de D sobre el costat AB .
Siga Q la projeccié de C sobre el costat AB .
PD =QC =2r. /
. . " . D A, F K Q
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle APD :
AD=_1 or.
sina

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle BQC:

BC=—Lor.
sinb
— — 1 10
p= 2(BC+AD)=4r§e_ =z
sina sinb g
La longitud de la circumferencia és:

| =2¢r.
La rad de proporcionalitat entre el perimetre del trapezi i de la longitud de la
circumferéncia és:

e 1 10
Arg——+——=2
p__eésina sinbg 22l 19

I 2pr p&sina sinbg
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2.- En un sector circular d’angle 2a hi ha inscrita una circumferéncia.

Determineu la ra6 de proporcionalitat entre els radis de la circumferéncia i del sector.
Gusiev 197.

Solucio:

Siga el sector de centre O i arc ABC o B és el punt mig de I'arc.
Siga R=0A =0B =0C el radi del sector.

Siga 2a =PAOC, a =bAOB.

Siga la circumferencia inscrita en el sector de centre P.

B és el punt de tangencia de la circumferencia i l'arc.

Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia i el segment
OA .

Siga PT =r el radi de la circumferéncia inscrita al sector
OP=R-r.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OTP:

, r
sina = ——.
R-r
r
R ; , > r.
=sina . Resolent 'equacio en —:
r R
1- —
R
r _ sina

R 1+sina
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3.- En una circumferéncia de radi R i centre O s’han dibuixat els radis OA , OB
a =bAOB.

Determineu el radi de la circumferéncia tangent a I'arc AB ala corda AB iala
bisectriu de I'angle a =bAOB.
Gusiev 205.

Solucio:
Siga M el punt mig de la corda AB

Siga la circumferéncia tangent a 'arc AB ala corda AB iala
bisectriu de I'angle a =PAOB. Sigar el seuradii P els seu
centre.

Siga N el punt de tangéncia de la circumferéncia i la recta
bisectriu.

MN =PN =r.

Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle OI\E}IA :
OM=Rxcos2.
2
ON=OM+MN =t +R>cos%.
OP=R-r.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle Oli)lP :

.2
R-r)*=r? +€?+ R mos%g . Resolent 'equacié en la incognita r:
e )

2 50
r=¢ 1- cos= + /28:2[+ cosiij.
& 2 Ve 24
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4.- Nou persones estan situades a igual distancia en una circumferencia de 60m de
radi. Vuit d’elles s’han de reunir amb la novena seguint el cami més curt. Determineu
la suma de les distancies recorregudes per les vuit persones.

Garcia Ardura2, problema 814.

Solucio:
Les nou persones per estar a igual distancia, estan en els vertexs d’un poligon regular
de nou costats.

Siga R = 60 radi de la circumferéncia.

Siga el poligon ABCDEFGHI i suposem que la persona
fixa esta en el vertex A.

La suma de distancies recorregudes és:

S=AB + AC + AD +AE + AF + AG + AH + Al .

Com que AB =Al, AC = AH, AD = AG, AE = AF.
Aleshores, s :2(E+E+E+E).

DPACB =20°, BADC = 40°, BbAEF =60°, BADE =100°.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
AB = 2R xsin 20°.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACD:
AC = 2R xsin40° .

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ADE:
AD = 2R xsin60°, AE = 2R xsin100°

s = 2(AB + AC +AD + AE ) = 4R (sin20°+sin 40°+sin 60°+ sin100°) =
= 4R (2 sin30°cos 10°+2sin 80° cos 20°) =
= 4R(2sin30°>c0s 10°+2 sin 70°cos 10°) =
= 8R xcos 10° (sin 30°+sin 70°) =
= 8R xcos 10° (2 sin50%cos 20°) =

=16R xc0s10°c0s 20°>c0s 40°
S =16 x60 xc0s10°¢c0s20°c0s40° » 680'55m .
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5.- Un rombe de 12 cm de costat la seua diagonal menor mesura 8cm i divideix el
rombe en dos triangles. En un triangle s’ha dibuixat la circumferéncia inscrita i en I'altre
la circumferéncia circumscrita.

Determineu la distancia entre els centres de les dues circumferencies.

Garcia Ardura2, problema 813.

Solucio:
Siga el rombe ABCD AB =BC =CD =AD =12.
Siga AC =8 la diagonal menor.

Siga M el punt mig de la diagonal AC.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AVD :

DM=+122 - 42 =842
D
Siga r el radi de la circumferencia inscrita al triangle isosceles ACD:

D
L’area del triangle ACD és:
_AC>DM _AC+AD+CD_

S =
ACD 2 2

8 %;‘E _8+12+12 r . Resolent I'equacio:

r=IM = 2«/5 .

D
Siga R el radi de la circumferencia circumscrita al triangle isosceles ABC :

D
L’area del triangle ACD és:

_ AC>XDM _ AC ¥AD xCD
N T S

8812 _ 822
2 4R

R:ﬁzgﬁ.

WzW-stJ_-g«/_:;ﬁ.

. Resolent I'equacio:

|6:M+m:2«/§+%«/_=1—21\/§ » 7'78cm.
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6.- Dues circumferencies son tangents exteriors i els radis son r, 3r, respectivament.
Determineu el perimetre de la figura formada per els segments tangents i els arcs
externs de les dues circumferéncies.

Gusiev 120. A

Solucio:
Siguen les circumferencies de centres O, O, iradis B
r, 3r, respectivament.

Siguen t,, t, les rectes tangents a les

circumferéncies, les quals s’intersecten en el punt O.
Siguem A, B els punts de tangencia de les
circumferencies amb la recta t,;

Siguem A, B’ els punts de tangencia de les
circumferencies amb la recta t,

Siga a =bA0O0O,,.

Siga P la projecci6 de O, sobre AO, . P
0,0, =4r, PO, =2r, AB=PO,.

El triangle OlPDO2 és rectangle aplicant el teorema de Pitagores: 01 07
AB =/(4r)? - (2r)? =2ry/3 .

PPO,0, =a. Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle OlF?O2

a= arcsin:%g: i. Aleshores, a =30°.

PBO B'= DAO,A'=120°.

L’arc exterior BB' mesura 120°, un ter¢ de circumferencia de radir.

L’arc exterior AA' mesura 240°, dos tercos de circumferencia de radi 3r.
Aleshores el perimetre del recinte és:

2 5AB + BB+ AA' = 2(2rﬁ)+%(2pr)+§(2p3r) -&.J3 +13Tp9r .
e %]
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7.- Des d’'un punt exterior a una circumferéncia s’ha dibuixat una secant de 48cm i una
2 ,
tangent que mesura 3 de la corda de la secant anterior.

Determineu el radi de la circumferéncia si la distancia del centre a la secant és 24cm.
Guseiv 121.

Solucio:

Siga A en punt exterior de la circumferéncia de centre O i radi r.
Siga la secant AB = 48.

Siga C la interseccio de la secant AB i la circumferéncia. K
Siga x = BC.

Siga AT =§x tangent a la circumferéncia.

Aplicant la poténcia de A respecte de la circumferencia:
ACxAB = AT _.

.2
48(48- x)= &2

. Resolent I'equacié:
e3 g

x=36.

Aleshores, AT =24

Siga M la projeccié de O sobre AB, OM =24 .

Siga D la interseccio de la recta OA i la circumferéncia.
Siga y =AD, z =BM.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAT :

r?+24% = (r+y)? 1)

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OBM:
7% +24% =r? 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAM :
(48 - 2)? +242 = (r+y)? 3
Resolent el sistema format per les expressions (1) (2) (3):
Ir=30
:' z=18
1y = 6441 - 30

Aleshores el radi de la circumferéncia és 30cm.
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8.- Des del punt A allunyat del centre O d’una circumferencia de radi r una distancia a
a >r es traca una semirecta formant 60° amb la recta AO que talla la circumferencia
en els punts K, P (K entre Ai P).

Determineu el radi de la circumferéncia inscrita en el triangle curvilini MKA on M és el
punt interseccio de la recta AO i la circumferencia.

Gusiev 208.

Solucié:

3

El problema té solucié quan I £ sin600= -
a

Siga Q el centre de la circumferéncia que
cerquem.

0Q =r1 +sSiga T el punt de tangéncia de la
circumferéncia i la recta AO.

(0]
PMAQ = 60° _ 300,
2 0
Siga x =MT .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OTQ :
(r+8)? =(r+x)? +s’ 1)

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ATQ

s .o A3
—a_(r+x)—tg30 = )

Resolent el sistema format per les expressions (1) (2):

- (3+J§)- \J12r% +6ar+/3
3

i

| X =

%

I a3 +r-+4ar? +2ar3

1S=

I 3

Aleshores el radi de la circumferencia inscrita és:
a3 +1- /4r2 + 2ar./3 J3

S = quan r £ a—.
3 2
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9.- Donat dues semirectes d'origen comu O i angle a,0 <a <180° i el punt M interior

a les dues semirectes, pel punt M tracem una recta que talla les semirectes formant un
triangle determineu la semirecta que fa minima 'area del triangle
Gusiev 333.

Solucio 1:

Siga O’ el simétric de O respecte del punt M.

Pel punt M tracem dues paral-leles a les semirectes que les tallen en els punts A, B,
respectivament.

OAOQ'B és un paral-lelogram i M és la intersecci6 de les diagonals.

D
Demostrem que el triangle OAB és el d’area minima.
Siga una recta A’'MB’. Aguesta recta talla la recta BO’ en
el punt D.

D D
Els triangles BDM, AA'M soén iguals, aleshores:

Seom = Saam -

= = 3
Sonas = Soaps tSeos = Sons * Seoe * Sons -

Soluci6 2. Analitica:
Siga 0(0,0), larecta y=mx , M(a,b).

Siga A(c,0) ila recta que passa pels punts A, M d’equacio, y = L(x -C).

B és la intersecci6é d'ambdues rectes. Les seues coordenades son:
bc bmc 0

B§b+(c— am'b+(c- amy

D
L’area del triangle OAB és:

2
S(c) = 1_ bmer . Derivem la funcio6: i
2b+(c- a)m
s'(c )_Emec(b+(c a)m) - m(bmc? ) R &
b+(c- am
S'(c)=0, c :M_
S,,g@am—Zb9>0 Aleshores, ¢ = 2am- 2b €s un minim de | funcié area.
e m 7] m

Quan ¢ = 2am - 2b, g&am 2b 0o Bge?_b 2b—.

m e m em 4]

L'area minima és:
_1(2am- 2b)2b _ 2b(am - b)
Smin - E - '
m m
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10.- Donat dues semirectes d’origen comu O i angle a,0 <a <90° i el punt M interior

a les dues semirectes, pel punt M tracem una recta que talla les semirectes en els

punts A, B, respectivament. Determineu la recta que fa minim el perimetre del triangle
D

ABM

Gusiev 342.

Solucié:

Siguenr, i s les dues semirectes d’origen comu O.

Siga M’ el simetric de M respecte la semirecta r.

Siga M” el simétric de M respecte la semirecta s.

La recta M'M” talla les semirectes ri s en els punts A i B,
respectivament. s

D
Demostrem que el triangle ABM té perimetre minim.
AM = AM', BM =BM". Aleshores el perimetre del triangle

D -
ABM és igual a la mesura del segment MM" .
Siga A' un punt de la semirecta de r, i B’ un punt de la semirecta s.

D
Vegem que el perimetre de triangle A'B'M és major o igual que el perimetre del

D
triangle ABM.
AM=A'M, BM=B'M"
AB'+A'M=AB'+A'M' 3 B'M'.

A'B'+A'M+B'M=B'M +B'M"3 M'M".
D
Aleshores, el perimetre de triangle A'B'M és major o igual que el perimetre del

D
triangle ABM.



