Problemes Geometria 31

D - - - P
1.- Siga el triangle ABC tal que AC! AB . Siga E tal que AE =BE i BE perpendicular
a BC. Siga F tal que AF =CF i CF perpendicular a BC. Siga D la intereseccio de la
recta tangent a la circumferencia circumscrita al triangle en A i la recta BC. Proveu que
els punts D, E, F estan alineats.
Olimpiada Russia 2003.

Solucio:
Suposem sense pérdua de generalitat

que AC >AB.
F, E pertanyen a les mediatrius dels

costats AC, AB, respectivament.
Siga M el punt mig del costat AC.

W:%,DMFC:C.

Aplicant raons trigonometriques al
b

2sinC
Siga N el punt mig del costat AB. BN :%, DNEB =B.

D P
triangle rectangle CMF : CF =

D
. . s : == c
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle BNE : BE = SSnE
sin
DADB és un angle exterior a la circumferéncia circumscrita al triangle la seua mesura
és la semidiferencia dels arcs que abraca, aleshores: DADB =B - C.
DBAD és un angle inscrit a la circumferéncia circumscrita al triangle la seua mesura
és la meitat de I'arc que abraca, aleshores: DBAD =C.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD:
BD ___ ¢  Aleshores: BD =—2SIN¢_
sinC  sin(B- C) sin(B - C)

D D
D, E, F estan alineats si els triangles rectangles DBE, DCF s6n semblants.
Vegem que les raons trigonometriques son iguals.

BE _ sinB-C)
BD 2sinBxsinC’

L L b c:sinB
CF__CF _  2sinC  _ 2sin?C _
DC BD+a c¢xinC +a c xsinC +c>sin(B+C)
sin(B - C) sinB - C) sinC
_ ~ sinBxsin(B- C) __SinBxsin(B- C) _
- 2sinClsin? C+sin(8 - C)>sin(B +C)) "~ 2sinC:sin’B
_ sin(B- C)
" 2sinC:sinB

Aleshores, D, E, F estan alineats.



2.- Dins d’'una circumferéncia de radi R s’ha dibuixat 1 quadrat,
4 triangles equilaters sobre els costats del quadrat i 4
circumferéncies tangent a la circumferéncia exterior i tangent
als costats del triangle.

Calculeu el radi d’aquestes 4 circumferéncies.

Sangaku.

Solucio:
Siga O el centre de la circumferencia exterior de radi R.

Siga P el centre de la circumferéncia menuda
(superior dreta).

Siga B el punt de tangencia de les dues
circumferéncies.

Siga C el vertex (superior dreta) del quadrat.
Siga A el véertex, exterior al quadrat, del
triangle equilater.

R=0A.

Siga r =PB =PC el seu radi.

Siga T el punt de la circumferencia de radir i
el costat del triangle CD.

Siga c el costat del quadrat.

Siga M el punt mig del costat superior del
guadrat.

¢ 3

OoOM=—_. =__¢C
2 2
1+

=
[

OA = OM+ AM =
1+4/3
2

incognita c:
c=(3-1)r.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMC :

= 2 -,

OC=—c
2 2

Notem que BDACD =150°, BCAD =15°.
Aleshores, DCPT =15°.

PC=CB-OC-PB.

3

Y PP 8 B

2

i

R =

c . Resolent I'equacio en la

pe-R- Y612
2
. . - - D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle CPT .
r =cos15°= M . Resolent I'equacio en la incognita r:
f- 7z 2
R -
-2+ \/E + \/—

4+J€+J—



D
3.- Siga el triangle rectangle isosceles ABC A =90° de
catets 36.
Des del vértex recte s’han dibuixat una sequencia
de triangles equilaters que tenen una base en el catet

AB i I'altre vértex en la hipotenusa.

Calculeu la suma infinita de les sumes de les arees
dels triangles equilaters.

Koémal 4286. Setembre 2010.

Solucié:

D —
Siga APQ el primer triangle equilater i siga ¢, = AP el seu costat.

Siga QH = l?cl, Ialtura del triangle equilater.
QH =BH.
c, /3

36 - > —-2—c1. Resolent I'equacio:

¢, =36(43- 1)
PB = 36(2- 3).
El costat del segon triangle és:
c, =36(2- V33 - 1).
El costat de I'enésim triangle és:
c, :36(2- Jé)l(ﬁ 1).
La successio de les arees és:
2

A, = {35%6(2- )G - 1)% = (o3 - 336 8(7 - av3)"
La suma de les infinit(es areefg és:

A _|24/3- 3868 _ 1

1 (7-14J§) ~ 2py3- 3 7307975 Shac

Sy




D D
4.- Dos triangles ABC, A'B'C' amb vertexs A’, C, C’, A sobre la
mateixa recta, tenen la mateixa circumfereéncia inscrita de radir .
Com es veu en el dibuix, s’han dibuixat quatre circumferencies
inscrites de radis respectius r;,r,,r;,t, .
Demostreu que r, @, =1, X,.
Sangaku. Calendari SM octubre 2010.

Solucio:
Siga K el punt de tangencia de la circumferéncia de radi r i la recta AA’

Siga L el punt de tangéncia de la circumferéncia de radir i el costat B'C'.
Siga M el punt de tangéncia de la circumferéncia de radi r

i el costat BC.
Siga D la interseccio dels segments AB,B'C', E la intersecci6
dels segments Eﬁ F la interseccio6 dels segments
BCAB'.

Notem que la circumferencia de centre r €s la
circumferéncia exinscrita als triangles A[E:'D, A‘?:F :

D D
FEB, B'ED. !
Per ser r el radi de la circumferencia inscrita dels A’ C K (o3

D D ) ; e
triangles ABC, A'B'C': r:a+2 c =a+t; c

D -

El semiperimetre del triangle AC'D és AK =b-r.
D -

El semiperimetre del triangle A'CF és A'K =b'-r.

D D
Notem que els triangles ABC, ADC' sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
r_lzb—Zr: 2(b-r) :2(b—r)—2(b—2r): 2r (1)
r b atb+c atb+c-2b a-b+c

Notem que els triangles A'BD'C', A'ID:C sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
M _ b'-2r _ 2(b'-r) _ 2(b™-r)- 2(b'-2r) _ & @)

r b' a'+b'+c' a'+b'+c'- 2b' a'-b'+c'

Dividint les expressions (1) (2):

r, _a-b'+c'

Lo athT ®3)

r, a-b+c

D _ R '
El semiperimetre del triangle B'ED és BL =a'-r= a-b+e .

a-b+c

D -
El semiperimetre del triangle BEF és BM=a- r = 5

D D
Notem que els triangles FEB, B'ED s6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

r4 _ a~l_ bl+Cl
r, a-b+c
De les expressions (3) (4): r, %, =1, X%,.

(4)
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5.- Siga el triangle rectangle ABC A =90° de catet c fix i b i a variables.
Des del vertex A tracem l'altura AH, ila bisectriu AV, ,on H_ i V, son els seus peus

sobre BC, respectivament.
Calculeu els segtient limit:

lim w )
b®c —HaVa
Solucio:
D D
Els triangles ABC, H,AC son semblants, aplicant el teorema de Tales:
2
CH, :b—, AH, :b_c_
a a C
D
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle ABC : Ha Va
BV - BV, —
a -2 a -_4@ . Aleshores, BV, = ac .
o b b+c b+c
b> ac b(a®-b?- bc) ‘
H,V,=a-CH,-BV, =a- —- = . A B
ara 2 2 a b+c a(b +c¢)
HV, = bc(c - b) .
a(b+c)
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABV, :
c b
AV a 2bc
—8 = ¢ , aleshores, AV, = a = /2 .
sinB  sin(45°+B) J2ap+co btc
2 ¢ a g
_2bc be _abc/2 - bPc- be? bc(«/Ea- b - c)
AV, - AH, = == = .
b+c a a(b+c) b+c
bc(«/fa- b - c!
AV, - AH
i e = im = — 26— =
° H,V, ¢ abc(c-b)o
Cab+o) 5

_ i 20 028 b c)
b®c bc(c - b)

Jb? +c2(b+c)§/§«/b2 +c?-b- ¢ §/§\/b2 +c? +b+c9
= lim > By ?=
b®c bc(c - b) ?ﬁm+b+cg

= |im b2+C2(b+C) :ﬁ
ek bc§/§m+b+ C% 2¢




6.- El trapezi isdsceles ABCD de bases paral-leles AB i CD té una circumferéncia que
€s tangent als quatre costats. Siga R el punt de Tangéncia de la circumferenciai el

costat BC i P el segon punt d'intersecci6 de la recta AT i la circumferéncia.

Si sab AP _2 oy PB
|saemqueﬁ—€,cacueu=.—. b K C

OMA 26 Olimpiada Argentina Nacional.

Solucio:
Siga AP =2m, AT =5m.
Siga E la projecci6 de C sobre el costat AB . P

Siga r el radi de la circumferéncia. CE =2r .
Siguen K, M, N els altres punts de tangéncia de la A M E B
circumferéncia i el trapezi.

Siga x =AM =BM = AN = BT, y =DK = CK = DN =CT.

Siga a =bABC.

Aplicant la potencia del punt A respecte de la circumferencia.
AP:AT = AM”.

10m? = x? 1)

EB=x-y, BC=x+y.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCE:
(x+y)? = (x- y)? +(2)?. Simplificant:
Xy = r2 (2)

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle BCE:

2 *x2r ()'2
' , cosa=,/1- T .
x+y X+

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABT :

(5Bm)? = (2x)% + X2 - 22X %X, |1- 4 (3)
1 (x+y)?

Substituint les expressions (1) (2) en I'expressio (3):

sina =

25,2 _5y? . ax? |1- -ixy-z— . Simplificant:
10 (x+y)

> 1- Ay . Elevant al quadrat:
8 X% +y? +2xy

39 _ 4xy

39x? - 178xy +39y? = 0. Dividint I'expressio per y?:
2 "
39?—% - 178?—% 39 = 0. Resolent I'equacio en la incognita Ly
Yo Yo y

AB _2x_x_13

CD 2y y 3



7.- En un poligon regular de 9 costats, de costat c, calculeu la diferencia entre la
diagonal major i la diagonal menor del poligon.
OMA 26 regional

Solucio:
Siga ABCDEFGHI el poligon regular de 9 costats de costat ¢ = AB .
Una de les diagonals majors és D = AE .

Una de les diagonals menors és d = AC .
360°

DBBAC = % =20°, BABC =180°-2DBAC =140°.

DCAE =2DbBAC =40°.
DBECA =5bBAC =100°.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACE :
d _ D _ D-d

sin40° sin100° sin100°- sin40°"
d _ D-d

sin40°  2:cos70%sin30°
d _ D-d

sin40° cos70°
d _D-d

2:5in20%c0s20° sin20°
D-d=__ 9 1)
2:c0s20°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC .
c _ d

sin20°  sin140°°
c _ d

sin20°  sin40°"
c d

sin20°  2:sin20%cos20°
d =2 x0s20°¢ (2)
Substituint I'expressié (2) en I'expressio (1):
D-d= 2 xc0s20%¢ .

2:co0s20°
D-d=c.



8.- Donades lesrectesr® x- y+12=0, s ° 2x+y +9 =0, determineu la recta que

passa per I'origen de coordenades i amb les rectes r, s forma un triangle d’area 1'5
unitats quadrades.
Kletenik 297 by

Solucio:
Determinem el punt A d’'intersecci6 de les rectesr, s,
resolent el sistema format per les equacions d’'ambdues

y= x+12

rectes.

iX-y+12=0 ix=-7 B
tox+y+9=0"{y=5"

Les coordenades del punt A s6n A(-7,5). c

La recta que cerquem té equacio t° y =mx.

Determinem el punt B d'intersecci6 de les rectes r, t,
resolent el sistema format per les equacions d’ambdues

rectes. x
Y. \\
|x y+12=0 T "1-m
i .
y =mx i -12m

Les coordenades del punt B son Bge_lz L 12m9

el-m 1-mg
Determinem el punt C d’interseccid de les rectes s, t, resolent el sistema format per les
equacions d’ambdues rectes.

‘| -9
+y+
IZX y+9= 0,1 2+m . Les coordenades del punt C sén Cg, -9 9m9
,y mx :|:y_-9m &2+m 2+mg
i 2+m

D
L’area del triangle ABC és:
-12 - 12m

Are ™ Tm Y8
2 -9 L7 -9m_ 2
12+m 2+m
(fm+5)% |-1 -1 _
T@-mE+m)|1 -J_
Simplificant:
49m? +71m+23=0,0bé, 48m? +69m+27 =0.

. , L -1 - 23
Les solucions de la primera equacié son: m = > m = e
La segona equacio no té solucio real.

Les rectes que cerquem son:

-1 23
toy=_—"x,0bé, t°y=—""x.
Y 2 Y 25



D
9.- Siga T el peu de l'altura tracada des del vértex A del triangle acutangle ABC.
Les perpendiculars des de T als costats AB, AC tallen aquests costats en els punts P i

Q, respectivament. Proveu que el quadrilater BPQC és ciclic.
Komal C1052. Novembre 2010.

Solucio:

El quadrilater APTQ és ciclic ja que els angles oposats,
P =90°, Q =90° sbn suplementaris.

Notem que BPQTC =90°- C. Aleshores, BDATQ =C Q
Els angles BAPQ, BDATQ = C son inscrits en una
circumferéncia per tant mesuren igual.

Aleshores, DAPQ = C, aleshores, DQPB =180°-C P

Aleshores, BPQC és ciclic, ja que els angles oposats P, C s6n B
suplementaris.

D
Nota: si el triangle ABC és obtusangle la propietat també
s’acompleix. El quadrilater APTQ (creuat) és ciclic.




10.- Considerem el cub ABCDA'B'C'D'.

Siga F el punt mig de l'aresta BC. B’
Siga O el centre de la cara CDD'C’
El planol que passa pels punts A, F, O divideix el cub en o
dues parts.

Calculeu la rad entre els volums de les dues parts.
Kdmal C1054. Novembre 2010.

Solucio: F
Considerem el sistema de referéncia {A; {Aé, AD),AA"}} A

Les coordenades del cub son:
A(0,00), B(1,00), C(110), D(0,10), A'(0,01), B'(10,), C'(11D), D'(0,11).
Les coordenades de F i O soén:

D
1.6 .16
F(aﬁ,—,0+, Og—,l—+.
e 2 g e2 2g
L’equacio del planol que passa pels punts A, F O és:
x-0 y-0 z-0 A NiL B'
pol 1 2 1|=0. &,
2 1 0 5:: ””’6. """ iy,
P°%x-2y+3z=0.
El planol talla la recta CC’ en el punt M que té
coordenades:
16
MELL =2
g 3g D §
El planol talla la recta DD’ en el punt N que té
coordenades: i J—
26 S/
Nc0,1l,—~+
Pa13o A ;

La secci6 del planol P i el cub és és trapezi AFMN.

Un dels cossos que divideix el planol P i el cub és el tronc de piramide de bases
D D —
paral-leles els triangles rectangles ADN, FCM i altura CD.

El volum d’un tronc de piramide és:
\Y =%(SB +S, +1/SB ><Sb)h.

1
» Sp = Seem =7

12

18 1 (1190 7

==t [Tl =,

33 12 V312 36

El volum de la I'altre cos que determina el planol és:
7 _29

Vresta =1- "3.6' :"3.6' :

, 4
La rad entre els dos volums és: 35"

Sg =Saon = ,h=CD =1.

Wl

VtI‘OhC =



