Ricard Peir6 i Estruch

Problemes Geometria 32

D -
1.- Siga el triangle rectangle ABC, C =90°, AC =1.
La mltjana AM talla la circumferéncia inscrita en els punts P, Q,(P entre Ai Q) tal que
AP = QM . Determineu la mesura del segment PQ .

Solucio: B
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle AEC .
Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita i el costat CA.
Siga S el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita i el costat CB .
CT=CS =r.

Aplicant la poténcia del punt A respecte de la circumferencia inscrita:
AP *AQ = AT, 0
AP xAQ =(1- r)2.

Aplicant la potencia del punt M respecte de la circumferéncia inscrita:

T S
MQ MP = AS”.
.2
MQ AP =& - 12 . c T
e2 g

Com que AP =QM, aleshores, AQ = AP +PQ = QM +PQ = MP .

2
Aleshores, (1- r)? =€§- r2 . Simplificant;
e2 g

a=2.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:
AB=+5.
Enun trlangle rectangle el radi de la circumferéncia inscrita és:
CA +CB - AB
=3 Jg
>
C_ = E =1.
2
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :
AM=4/2.
AM = 2xAP +PQ (1)
AP 4@ +@) =(1- r)? 2)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2)'
1 2xAP + PO =2 /7_4+2

i AP

| 2 )

— — 1\ & 8" . Resolent el S|stema
| AP AP+PQ)=§ 1;“/§+

)

Aleshores, PQ=+/- 4+24/5 .

_)_ —_—— —

PQ=+- 4+2.5
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2.- En la figura hi ha un quadrat i el cercle que li €s inscrit.

Tracem dos segments que uneixen dos vertexs consecutius del
quadrat amb els punts migs dels costats oposats.

Considerem el triangle ombrejat que té per vertexs el punt mig d’'un
costat i els punts d’interseccio del segment anterior que no passa
per aquest vertex amb I'altre segment i amb el cercle.

Si l'area del triangle és 10cm? determineu la mesura del costat del

quadrat.
Proves Cangur 2010. Problema 29.

Solucio:

Siga el quadrat ABCD de costat AB = 2a

Sigen R, M els punts migs dels costats BC, DC, respectivament.
Siga P la intersecci6 dels segment AR, BM.

BR=a.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABR:
AR =a+/5. Q
Siga x=PR. A 5

D D
Els triangles ABR, BPR son semblants. Aplicant el teorema de

Tiles:
BR =2x.

D
Aplicant el teorema de Tales al triangle rectangle BPR:
x2 +(2x)? =a?.

J5

Aleshores, x = ?a .

Siga m=BQ.
Aplicant la poténcia de B respecte de la circumferencia:
BQ*BM =BR ",
mxa+/5 = a’.
== _45

Aleshores, BQ = ?a .
Per tant, P_Q =B_Q =§a.

X2
Seor = =10

—a“ =20. Aleshores, a=10.

El costat del quadrat mesura, AB = 2a = 20.
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3.- Dos vertexs d'un triangle son fixos. El tercer vertex recorre una corba tal que la
suma dels quadrats dels costats del triangle és igual a 8 vegades I'area del triangle.
Quina corba recorre el vértex variable.

Komal Desembre 2010. C1058.

Solucio:

D
Considerem el triangle ABC de vertexs fixos A(0,0), B(c,0).
Siga C(a,b) variable.

D
L’area del triangle ABC és:

_cb N
Sasc = -
AB” =c?, AC® =a? +b2, BC  =(c- a)% +b?. 0,
AB® +AC2 +BC’ =855, .
c?+a?+b%+(c-a)®+b? =8b—2C.
Simplificant: L
a® +b?- ca- 2cb =0.

.2 .2 +1 ' ' >
8%1-39 +(b-c)2=$§9. A B
e 2g e2g
Que és una circumferéncia que té el centre en la mediatriu del costat AB a una

AB

distancia AB del costat AB i radi -
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4.- Considerem el quadrat ABCD.

Siga E el punt del més prop de B, del costat BC tal que divideix el costat BC en dos
segments que estan en proporcio 1:4.

Siga P el punt més prop de D, del costat DC que divideix el costat DC en dos
segments que estan en proporcié 1:2.

Siga F el punt simétric de P respecte de C. Les rectes AE i BF és tallen en el punt G.
Proveu que G pertany a la circumferéncia circumscrita al quadrat ABCD.

Komal desembre 2010, B4316.

Solucio: D C

Per a provar que G pertany a la circumferéncia
circumscrita al quadrat ABCD és suficient provar que el
quadrilater ABGC és inscriptible, aplicant el teorema de
Tolomeu és suficient provar que els angles ®CAB , bBGC
son suplementaris.

Per tant és suficient provar que DBGC =135°. E
Sense perdre generalitat poden suposar que el costat del
guadrat ABCD és AB =15. A B
Siga a =bPBAE , b=DCBF, g=bBGC.

B.E—%B.(S 3, DP—%CD 5. Aleshores, CF =10.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABE :
AE =+/15% +3? =34/26 .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCF:
BF = /152 +10? =54/13

J26 sJié . 213 3413

sina = ——, cosa = ——. Sinb= , cosa = ———.
2 6 13 13

BG _ AB
sina sin(@0-a- b)’

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABG:

26

BG=15 26 . Simplificant:

5J26 3013 126 2413

26 13 26 13

"|3’é-~f FG =BF- BG = ngE.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CFG:

250 30 2><10mf 2J“ _ 1800

CG’ =102+ ==2""  Aleshores, CG = 30 2226
el o 13 13

Aplicant el teorema del cosinus al triangle CGB :

152 =€f‘—5—« 139 +8§0— 26— - 2%2 x-—«f.—xcosg Simplificant:

g el3 @
cosg=- «_[2—2_ , aleshores, g=bBGC =135°.

Aleshores, G pertany a la circumferencia circumscrita al quadrat ABCD.
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D
5.- Siga el triangle ABC, siga D el peu de l'altura tragada des de A.
Siga E el punt mig de l'altura tragada des de B i F el punt mig de l'altura
tracada des de C. Demostreu que DEDF = A .
Komal gener 2010, B4324.

Solucio:

Siga E’ el peu de l'altura tragada des de B. H
Siga F’ el peu de l'altura tragada des de C. .
Siga H l'ortocentre, intersecci6 de les altures.

PBHC =180°- (PE'BC +BCF') =
=180°- ((90°- C) +(90°- B)) =B + C =180°- A
Siga M el punt mig del costat BC .

— D

ME és la paral-lela mitjana del triangle BCE,

aleshores, PBME =C.

Com que BE'BC =90°- C, aleshores, PBEM =BbMEE'=90°.

P D
Analogament, MF és paral-lela mitjana de BCF', Aleshores, BFMC =B,
DPCFM =bMFF'=90° .
Per tant, DEMF =180°- (B+C)=A.

El quadrilater HEMF és inscriptible ja que els angles oposats BBHC , DEMF, s6n
suplementaris.

DPMFH =BPMFF'=90°, BHDM =90°.

Aleshores, el quadrilater HMDF és inscriptible.

Aleshores, el pentagon HE MDF és inscritptible PEDF = DEMF = A, per que els dos
angles sén inscrits i abracen el mateix arc.
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6.- El quadrilater ABCD és inscriptible en una circumferencia.
Si AB=10, AD=12,CD=11ila dlagonal BD passa pel punt mlg de la diagonal
AC, determineu les mesures del costat BC i les diagonals AC, BD.

A
Solucié:
Siga P el punt interseccio de les dues diagonals AC, BD.
Siga a= AP =CP, b=BP, c =DP.
Siga x = BC.. B
Apllcant la potenC|a de P respecte de la circumferencia: P
AP xCP =BP ><DP a? —bc (1)
Els triangles BPA, CPD son semblants.
Aplicant el teorema de Tales: C
b _a
0 11 2)

D D
Els triangles APD, BPC s6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

c _a
~ =2 3
12 X @)
Multiplicant les expressions (2) (3):

bc _a?

— = (@)
120 11x
Com que de I'expressio (1) a? =bc, aleshores:

11x =120, per tant, x = 11210 (5)

Aplicant el Teorema de Tolomeu al quadrilater inscriptible ABCD:
AB xCD +BC xAD = AC »8D .

12x +110 = 2a(b +c) (6)
De I'expressio (2):

b="—a @)

De I'expressio (3):

c= E a (8)
X

Substituint les expressions (5), (7), (8) en I'expressio (6):

12% +110 = 2a(3jé—0a+£a0 Resolent I'equacio:
a

ell
_ 5117130

221
Substituint I'expressié (9) en les expressions (7) (8):

_ 504117130 114/117130

,c= (10)

2431 442
«/ 117130
22

(9)

101/11713

Aleshores, AC =2a = .BD=b+c (11)
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D -
7.- Siga el triangle ABC, BC =16. Siga H l'ortocentre (interseccié de les altures.
Si el diametre de la circumferencia circumscrita al triangle mesura 20, determineu la

mesura del segment AH .

Solucid: A
Suposem que A és acutangle.
Siguen D, E, F els peus de les altures.
DFCA =90°- A, bDAC =90°-C.
Aleshores, PAHC =180°-B.
D

Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC.

.a = L =2R.
sinA sinB

16 _ b D\/c

;

SinA =16 % Notem que A no pot ser rectangle.

cosAzi.
5

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AHC :
AH b

sin(90°- A)  sin(180°-B)
AH =,L =20 . Aleshores, AH = 20CosA =205 =12,
cosA sinB 5
Suposem que A és obtusangle.
DFCA = A- 90°, BDAC =90°-C.
Aleshores, DAHC =B.
-3 5

COSA=—
5

Aplicant el teorema dels sinus al triangle AI—D|C :
AH b
sin(A - 90°)  sinB’ d
AH _ b
- cosA  sinB

mz-zocosAzzox;i:lz.

=20 . Aleshores,

R D
Notem que la mesura del segment AH no depén del triangle ABC.
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8.- El quadrilater ABCD de la figura té area unitat i esta construit D

adjuntant dos triangles isosceles AL%D [ BCD:D en que els costats
desiguals sén AB i BD, respectivament.

Si DADB =20° i BDCB =100° calculeu el valor del producte
AC>BD.

Proves Cangur 2004, nivell 4. problema 30.

Solucio:
DDAB =80°.
Aleshores, el quadrilater ABCD és inscriptible ja que te els angles oposats A, C,
suplementaris. D
Aplicant el teorema de Tolomeu:

AD xBC + AB xCD = AC »8D .

Com que AD =BD i BC =CD:

BD >xBC + AB >BC = AC xBD (1)

DBBDC = 40°, aleshores:

DPADC =60°, BABC =120°.

L’area del quadrilater ABCD és igual a la suma de les arees
D D
dels triangles ABC, ADC. Aplicant la formula trigonomeétrica

de l'area:
=00 1= == _
S AscD =3 BC xAB xsin 60° +E AD xCD »sin120°|=1.

NG

T(EEJE+§E)><§6)=1
§6><§6+K§>§6=i‘§/§ @)

De les expressions (1) (2):

ACxBD =

SN
“|&
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9.- En un cercle de radi r inscrivim un decagon regular de vertexs A, A,,A;,....., A, .

Demostreu que A /A, - AJ/A, =1
Olimpiada local Catalunya 2011.

Solucio:

Siga ¢ = A A, costat del decagon. Siga r = OA, radi de la circumferéncia inscrita al

decagon.
A,A, és el costat del pentagon inscrit en la circumferencia.

=z A10
A,A, ésladiagonal del pentagon inscrit en la circumferéncia.
ALA
==t =F . A9
ALA,
DbA,OA, =36°.
8 9 A8
OA
o =F. L=F,
AZA, c
Siguen d=AA, ,e=AA;. AB

Aplicant el teorema de Tolomeu al quadrilater inscriptible A,A,A ,A; .
ALA, XA A+ ALA, XA A = AA, XALA, .
ce +2re = F ed. Simplificant:

c+2r=Fd.
c, 6 2r
=t
F F
c  2r _r . 2r r _r r _1+F _
-cC=—+—-C=—+—- —=—+—= r=r.
F F F? F F F?2 F F?

Al
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10.- Dos discos de 6¢cm i 18 cm de diametre, respectivament, son
tangents exteriorment i estan envoltats per un fil, tal com mostra la
figura.

Calculeu la longitud del fil que els envolta.

Proves Cangur 1999, nivell 4. Problema 22.

Solucio:
Siguen Ai B els centres de les circumferéncies.
El punt de tangéncia de la circumferéncia menuda és T,

ieldelagran T,.

Siga P la interseccio de la circumferéncia menudailarecta T2
gue uneix els centres AB.

Siga P’ la intersecci6 de la circumferencia gran i la recta
AB.

AT, =3, BT, =9.

Siga Q la projecci6 de A sobre el radi 513
BQ=BT,- AT, =6, AB=3+9=12,
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

D
rectangle AQB:
AQ=T,T, =+/12% - 62 =64/3.

PABQ = arccos-6— =60°.
12

Aleshores, BDPAT, = DABQ =60°.

~

L'arc menor T,P = 60°, la sisena part de la circumferencia.

~

L'arc menor T,P' =120°, la tercera part de la circumferencia.

~ ~

La longitud del fil €s el doble de la suma de I'arc T,P el segment T,T, il'arc T,P":

L, = 28?16 (2p x3) +64/3 +%(2p x0)2=124/3 +14p.
e (%)



