Ricard Peir6 i Estruch

Problemes Geometria 33

1.- En la figura hi ha un heptagon regular, un decagon
regular i un poligon regular de 15 costats. D’igual costat i
amb un costat comu.

Calculeu la mesura de I'angle BXYZ .

X
z
Solucio:
z
La recta MP talla el segment XQ .
[o]
DB XPQ és I'angle exterior del poligon regular de 10 costats: DXPQ = 260 = 36°.
360°

DQPZ és I'angle exterior del poligon regular de 15 costats: PQPZ = ST =24°,
360°

DQPY és I'angle exterior del poligon regular de 7 costats: DQPY =

PZPY =DPQPY - PQPZ= 36?92 - 240= -1%2—0.
PXPY =DXPQ +DQPY = 36°+ 360° _ 61720 .
Per ser el triangle XPY isosceles:pPYxX = +80°- DXPY _ 32740.
Per ser el triangle ZIgY isosceles: BPYZ = 1800'§ZPY = 53740.

o o
bXYZ =PPYZ - BPYX =53$L- —3—2:4-—=300.
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2.- L'angle en el vértex A del rombe ABCD de costat a és igual a 120°.
Els punts E i F pertanyen als costats BC, AD, respectivament.

El segment EF talla la diagonal AC en el punt M.
Les arees dels quadrilaters BEFA i ECDF estan en proporcio 1:2.

Si AM:MC =1:3, calculeu la mesura de EM. A

Shariguin 1136.

F M
Solucié:
En aquestes condicions B =C =60°. E
D —
Aleshores, el triangle ADC és equilater. Per tant, AC = a.
Com que m:ME=1:3,aleshores,rz—z,a\—/l:%a D c

D D
Els triangles AFM, CEM sén semblants i la rad de proporcionalitat és 1:3.
Siga AF =y, aleshores, CE = 3y.
L’area del rombe ABCD és igual a I'area de dos triangles rectangles de costat a.

V3,

S aeco ZTa :

Com que les arees dels quadrilaters BEFA i ECDF estan en proporci6 1:2.
Aleshores, Sggpa =%SABCD .

Sgera = Sasc - Smec T Sarm = Saec - 9 arm T Sarm = Sasc - 85Saru-
Aplicant la formula trigonométrica de I'area:

a .
(0]
B y4sm60 3

S == —ay.
AFM 2 16 Y
_ _3_, 3
Seera = Sasc - 8°Sarm = —4—a2 - “Z’aY-
Aleshores,
S :_\.ga2 - [?iay :El@az
BEFA 2 > 3 2 '
Simplificant:
S :Lf—gaz - [?iay :1[%32
BEFA 4 > 3 2 :
1 1 11
—a- —y=--a
4 2 32
21
y==a.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CEM:
2 .2
EM° =28 +Fa - 2:3 axtarcos600.
ed g e2 g 4 2
Simplificant:

7 7

EM’ =_"_a2. Aleshores, EM=Y"a.
16 4
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3.- En la figura hi ha tres circumferencies tangents dos a dos
de radis a, b, c amb centres Q, R, S que formen un
guadrat QRST on T és punt de tangéncia de la recta

gue passa per Q i és tangent a la circumferencia de .
centre S.
Determineu la proporcié a:b:c.

T

Solucio:

%=b+c, §=a+c, Q_R=a+b.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QRS:
(a+c)? =(a+b)? +(b+c)?. Simplificant:
2ac = 2b% +2b(a+c).

ac =b(a+b +c) (1)
ST=QR:
at+tb=c (2)

Substituint I'expressio (2) en I'expressio (1):
a(a+b)=2b(a+b).

Simplificant:

a=2b 3)

Aleshores, a:b =2:1 4

Substituint I'expressio (3) en I'expressio (2)
1

at-a=c 3)
> ®)
2

a=Zc¢c 6
3 (6)

Aleshores: a:c=2:3 (7)

Aleshores, a:b:c =2:1:3.
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4.- En la figura hi ha un quart de cercle de entre O i dues

semicircumferéncies de diametres OA i OB.
Calculeu la raé de proporcionalitat entre la regié ombrejada de
color gris i la regié ombrejada de color negre.

Solucio:
B
P T
A
o Q

Siguen P i Q els centres de les semicircumferéncies i T la seua interseccio.

L’area de color gris és el doble de I'area del segment circular de centre Q de radi OQ i
abraca un quart de circumferencia.

ael FOA0 18DA0 2 s 15—
Sgis = g4p§_; -5 5 = $=g§p+4;OA
ﬂ

L’area de color negre és igual al sector format peI quart de cercle de centre O i rai OA
menys dos quarts de cercle de centre Q i radi OQ menys un quadrat de costat OQ .

2 2
1 — oZOA A2 aDAY 2 15—
S negre =_pOA2' : = T _Z(?’—Lp+—+OA2.
g v

Les arees son iguals, per tant la proporcié entre les arees és 1.
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5.- Siga el paral-lelogram ABCD. Una recta qualsevol que passa pel vertex C talla la

recta AB i la recta AD en els punts K, L, respectivament.
D D
Les arees dels triangles KBC i CDL sén iguals a p, g, respectivament.

Determineu I'area del paral-lelogram ABCD.
Shariguin 1200.

Solucio: L
Siga S I'area del paral-lelogram ABCD.
Siga a= AB, x=BK.

Dos triangles semblants les seues arees sén proporcionals al D c

quadrat de la ra6 de semblanca dels triangles. / /\
Els triangzgles DE:L, BIEC sén semblants, aleshores: A . y
q_aa0

P éxp

a_|q

x p

D D
Els triangles DCL, AKL sbén semblants, aleshores:
g _®a
q+p+S éa+txg

Se 0
9 _¢ 1 .
WS
ag
2
x Q
¢ N
q _¢ 1 =
=¢ o
q+p+S 91+\/§j
& Vag

8

[ ¢

a - * . Simplificant:

=C :
a+p+S & fp+ap
1 1

a+p+S p+q+2Jpq
Aleshores, S = 2Jp§ :
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6.- Donat el paral-lelogram EFGH, siguen M el punt mig del costat GH i N el punt mig
del costat FG.

D
Si l'area del triangle EMN és 12, calculeu I'area del paral-lelogram EFGH.

Solucio:
Siga S l'area del paral-lelogram EFGH.

D
L’area del triangle EFNés la quarta part de I'area del paral-lelogram
EFGH ja que tenen la mateixa base EF il'altura del triangle és la
meitat de I'altura del paral-lelogram sobre el costat EF.

D
Analogament I'area del triangle EHM és la quarta part de I'area
del paral-lelogram EFGH.

D
Analogament I'area del triangle GMN és la vuitena part de I'area del paral-lelogram
EFGH.

D
Aleshores, el triangle EMN és g de l'area del paral-lelogram EFGH.

§S=12.
8

Aleshores, S =32.
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7.- Sobre els costats AB i BC del paral-lelogram ABCD és dibuixen fora del
paral-lelogram triangles equilaters, els seus vertexs son E i F respectivament.
Proveu que BDEFD =60°.

KoMal, febrer 2011. B4336. D
Solucio: B
Siga a =BDAB , angle del paral-lelogram. A

BDCF = 60°+a .

BDEBF = 360°- (BABC +120°) = 360°- (180°-a +120°) = 60°+a .

D D
Aleshores, els triangles DCF, EBF son iguals.
Aleshores, EF = DF.

PDAE =60°%a .
D D
Aleshores, els triangles EAD , EBF soén iguals.

Aleshores, EF =DE.

D
Per tant, el triangle DEF és equilater, aleshores, DEFD =60°.
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D D P
8.- Siga el triangle ABC . Construim un triangle equilater BAD sobre el costat AB,
amb D i C en distints semiplanols respecte a AB . Construim un triangle equilater

D - -
ACE sobre el costat AC, amb B i E en distints semiplanols respecte a AC. Construim

D -
el triangle equilater BCF sobre el costat BC, amb F i A en el mateix semiplanol

respecte a BC.
Demostreu que el quadrilater AEFD és un paral-lelogram.

Solucio:

D D R - PR
Els triangles ABC, FBD, sbn iguals CA =CE, CB =CF,i
amb un gir de centre C de 60°, transformaBenFiAenE,

pertant, AB =EF.
Aleshores, EF=AB =AD.

D D - - R
Els triangles ABC, EFC, s6n iguals AC =BD, BC =BF ,iamb un
gir de centre B de 60°, transforma C en F i A en D, per tant, AC =FD.
Aleshores, AC =FD = AE . F

Pertant, EF= AD i FD= AE.
Per tant, AEFD és un paral-lelogram ja que té els costats oposats iguals.
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9.- En el segment circular d’una circumferencia de radi R i
angle central a, a <p s’han inscrit dues circumferéncies
iguals , tangents entre si. Determineu els radis d'ambdues
circumferencies.

Gusiev 211.

Solucio:
Siga la circumferéncia de centre O i radi R.
Siga la corda AB tal que a =bAOB P

Siga M el punt mig de la corda AB. M
Per ser les dues circumferéncies iguals i tangents entre elles, la

mediatriu al segment AB és la tangent a les dues

circumferéncies.

Siga la circumferéncia de centre P i siga r el seu radi.

Per ser aquesta circumferéncia tangent a les rectes OM , AB, la recta

MP és bisectriu de les dues rectes.

MP =r+/2.
BPMO =135°.
Per ser les circumferéncies de centres O i P, tangents interiors, OP =R - r .

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OMB :

Wszos%.

D
Considerem el triangle OMP .

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OMP :
OP° =OM” +MP " - 2OM*MP xcos 135°.

(R- r)? =R? >«:0328§9+ 2r2 + 2R xcos & xr«fi[%.
e2g 2 2

Simplificant:

ag ., a

r2 +2R€fl+ cos2%-RZxsin2 2 =0.
e 2g 2

Resolent I'equacio en la incognita r:

r=-1- cos—al+,/2+2cos—ii .
2 2
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10.- En un trapezi d’angles aguts a, b esta inscrit un cercle de radi.
Determineu la proporcié entre les arees del trapezi i del cercle.

Gusiev 263.
D m cC
Solucio: .
Siga ABCD el trapezi de costats paral-lels AB, CD. N
Siga a =BDAB , b =BABC angles aguts del trapezi. o
Siga el cercle de centre O i radi r tangent al trapezi ABCD en
els punts K, L, M, N. K
Siga x=DM=DN, y=AN=AK, z=BK=BL,t=CL=CM. A P Q

L'altura del trapezi és MN = 2r.

L’area del trapezi és:

_X+y+z+t

Sascop = > 2r.

Spgcp = (X+y+z+t)r.
giga P la projecci6 de D sobre el costat AB . Siga Q la projecci6 de C sobre el costat
AB .

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle APD :

. 2r
=sina, aleshores, x +y = ——.
X+y sina

D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle BQC:

_2.r_ =sinb, aleshores, z +t :_.Z.r__
z+t sinb
e 1 16
x+y+z+t=§_ +-,-—32r.
sina sinbg
21 1

5
o ———2r %,
sina sinbg
L'area del cercle de radi r és:

Sascp =(X+y+z+ty =g

— 2
Scercle =pre.
La proporcio entre les arees del trapezi i del cercle és:
el 1 90
—— + ——2r° . .
S ,scp _ &Sina  sinbg 2(sina + sinb)

S pr? p>sina sinb -

cercle



