Ricard Peir6 i Estruch

Problemes Geometria 36

1.- Determineu I'area de la figura del planol formada pels punts P(x, y) tal que
[x+y|[+[x- y|£4.
KéMaL, C774.

Solucio:
Sy 4y 3

si jX*y*S 0
ix-y3*0

[x+y|+[x- y|£4

X+y+x-y£4.

XE£2.

Per tant:

ix+y?0

ix-y30.

Ix£2

Aleshores, la soluci6 és el triangle format pels punts

0(0,0), A(2,-2), B(2,2)

ix+y30
%x- yE£EO
[x+y|+[x- y|£4
X+y-Xx+y£4.
yE£2.

Si

iIX+y30
Per tant, }x- y£O.
lyg2

Aleshores, la solucié és el triangle format pels punts
0(0,0), A(2,-2), C(-2,2).

i [X*YEOD
1X-y£0
x+y[+[x- y|£4.
-X-y-X+y£4.
X3 -2.
ix+y£0
Per tant, |lx- y£O.
'll'x 3-2
Aleshores, la solucio és el triangle format pels punts O(0,0),
C(-2,2), D(-2,-2).
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X+
si [XTYED
ix-y3*0
[x+y|+[x- y|£ 4.
-X-y+x-y£4.
y3-2.
ix+y£0
Per tant, .lx- y3 0.
1ye -2
Aleshores, la solucio és el triangle format pels punts
0(0,0),
A(2,-2), D(-2,-2).

Aleshores el recinte soluci6 del problema és el quadrat ABCD.

El costat mesura 4 la seua area és 16.
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2.- Siga l'ortoedre ABCDEFGH. H

Siga S el punt mig de I'aresta EH, R el punt mig de I'aresta GH , i Q el
punt mig de l'aresta FG.

D D
Demostreu que les arees dels triangles ASR, DRQ son
iguals. F
KoéMalL, B3760.

Solucio:
Siguen a=AB, b = AD, c = AE les mesures de les arestes.
Considerem el sistema de referencia ortonormal {A,i, j IE} H

E:aﬁ, Alj:b><], A_E':cﬂz.

AS=AE+1AD = aﬁ_c—
2 o D Q

SR =1AD+LAB = g_Eo. F
2 2 2 g

L’area del triangle ASR és: A B
S =355 S

i k
SA“SR=lo LD .¢=f2C 12 a0
2 e2 2 4g
a b
2 2
S ask ——“SA SR” «/4b2c2 +4a’c? +ab? .
RD = - EKE AE = (a;e_go c"
2 e 2 I
RO=1aB-1AD=8 200
2 2 eZ 2 g
L’area del triangle DRQ és:
Sor = %;gﬁ' RQ|
i i k
oo |-a abc ac abo
RD°RQ=}— 0 -c/=¢—,= =%
Q 2 gZ 2 4@
a -b 0
2 2
Soro ——HRD RQH ———«/4b202 +4a%c? +a?b? .

Aleshores, el dos trlangles tenen la mateixa area.
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3.- Siguen el rectangle ABCD, F el punt mig del costat CD, E un punt del costat BC tal
que AF és bisectriu de I'angle DEAD . Demostreu que AF és perpendicular a EF.

Solucio:
Siga AB =2a, AD =b costats del rectangle. D

Siga a = DDAF =DFAE .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADF:

AF” =a? +b?.
BDEAB =90°-2a .
D
Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle ABE :
RO A
P e— 2 l' Q—T
% = 1 = 1- tg a = ebg
2a tg2a  2tga 2 '
b
Simplificant:
— _b?-a?
BE = .
b

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABE

_ 2 2§ 2 L n2\2
AEZ :(2a)2+§) ba T :(a ;zb ) _
(%]

b2-a? a?

b

CE =b-

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ECF:
2
— 24 2n2 4 o4
b & b
2 _a’pb®+a*

o 2 L h2\2
FE +AF =3P 18 a2 2 (@ 4D g
b

> AE

D
Aplicant el teorema invers del teorema de Pitagores, el triangle AEF és rectangle
F =90°. Aleshores, AF és perpendicular a EF.
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4.- Un trapezi esta inscrit en una circumferéncia de radi r.
Té tres costats de longitud s i el quart de longitud r +s, amb s<r.
Determineu la mesura dels seus angles.

Solucié:
Un trapezi inscrit en una circumferencia és isosceles.
Slga el trapeZ| ABCD de costats paral-lels CD=s,

AB =r +s, AD =BC =s,inscriten la
circumferéncia de centre O i radi r. N

A
Siga a =bBAOD.

Aleshores, A=B=2a, C=D =180°2a.

Siga M el punt mig del costat AD.

Aplicant raons trigonometriques al

D
triangle rectangle AMO :
s _ . a o
— =sin—
2r 2

Siga N el punt mig del costat AB .

D
Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle ANO :

r+s sma%——
o e 29
sin3x = 3sinx - 4sin® x.
Aleshores:
.3
rrs =sin ———3_— 4?19 .
2r e 2g 2r el g
Simplificant:
-2r’s+r3=0.
Resolent I'equacio en la incognita s:
® 1+
S=r,s= §—-\C'r Com que s <r tenim que:
2 5
ae 1+
J—]
2 5
S -227NS 1445 _ =sin?  aleshores, 2 =18°.
2r 4 2 2

Aleshores, A=B =72°, C=D =108°.

Notem que AD és el costat d'un decagon regular.
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5.- Siga el quadrat ABCD. Siga M un punt del costat AB i N un punt del costat BC tal

que DMDN = 45° . Els segments DM, DN tallen la diagonal AC en els punts P, Q,
respectivament.

Siga R el punt mig del segment MN .
Proveu que PR =QR.

Solucié: D

Siga AB =1.

Siga x =AM, a = DADM.

tga = X. Q

D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle DCN:
tg45°-tga _ 1- x

CN =tg(45°-a) = = . R
« ) 1+tg45°%ga 1+x P

§|§|:1-_1.l§:_2.)(._ i
1+x 1+X A H M T

Siga T la projeccié de R sobre el costat AB .
J— D
RT és la paral-lela mitjana del triangle MBN, aleshores:

RT=1BN=_2_.

2 1+x L
Siga H la projecci6 de P sobre el costat AB .
AH =PH

D D
E_Is_triaﬂg_les _r_egtargl_es DAM, PHM sb6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

AM _HM _ AM - AH
AD PH  PH
X _X-PH

1 PH
PH=-X_.

1+x L L L
Aleshores, PH =RT, per tant, PR és paral-lel | al costat AB .
DQPR =45°,

Analogament, QR és paral-lel | al costat BC.

D — —
Per tant, el triangle PRQ és rectangle i isosceles, aleshores, PR = QR .
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6.- Els quatre costats d’un trapezi isosceles s6n tangents a una circumferencia i els
punts de tangencia son vértexs d’'un quadrilater, I'area del qual és 5 de l'area del
trapezi.

. , . . . a
Si a és la base menor i b la base major del trapezi, determineu B

Solucio:
Siga ABCD el trapezi isosceles inscrit en una circumferéncia de radi r i siguen J, K, L,
M els punts de tangéncia.

Notem que JL , MK so6n perpendiculars.

MK =2r. D M C
BK=BL=2,
2
e J
CM=CL=2. L
2

Aleshores, BC = 27 b

Siga P la projeccio de L sobre el costat AB

Siga Q la projeccié de C sobre el costat AB
== b-a
BQ=——-.
Q 2
D D
Els triangles rectangles CQB, LPB s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

. Aleshores:

b(b- a) _ 2ab
2(a+b) a+b’
L'area del trapezi ABCD és:

_a+tb or

JL=AB-2¥B=Db-2

SABCD

L'area del quadrilater JKLM és:
l-— — 1 2ab

S = -KMxXJK == 2r .
JKLM 2 2a+ b

Per hipotesi, Sjy = g S Asch

12ab ., 4a+b

- 2r = ———2r. Simplificant:
2a+b 9 2
2a® - 5ab + 2b? = 0. Dividint I'expressio per b?:
.2 )
2?19 - 58-%9+ 2 = 0. Resolent I'equacié en la incognita a
gbg ébg b
a_5-49_1



7.- Considerem el tetraedre ABCD tal que AD =BD =5, CD =24/6,

BBCD =bCDA =bADB =90°.
a) Calculeu la distancia del vértex D a la cara ABC.

b) Calculeu el radi de I'esfera circumscrita al tetraedre ABCD.

Solucio:
Considerem la base BCD, BBCD =90°.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCD:

BC =457 - [246) =1.

La superficie de la cara és:
_BCCD _ &

SBCD

AD és perpendicular a la base ja que DCDA =DADB = 90° .

Aleshores, AD és altura del tetraedre referida a la base BCD.

El volum del tetraedre és:

v:%smxﬁ:%@@:gﬁ.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:
AB =+/52 +52 =542,

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACD:
AC =152 +(2v6) =7.

D
Considerem el triangle ABC.
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R - R D
Notem que AC’ =AB” + BCZ, aleshores, ABC és rectangle BABC =90°.

D
L’area del triangle ABC és:
_ABXBC _5/2x 52
SABC - - - :
2 2 2

Siga h la distancia de D a la cara ABC. Aquesta distancia és l'altura del tetraedre

referida a aquesta cara.
El volum del tetraedre és:

1 1 52

=ZS,pch== x—h
3 ABC 3
Igualant les dues expressmns del volum del tetraedre:

> J_ = 1 xsih . Resolent I'equacio:

h=2\/_.

b)

- D D
El punt mig del segment AC és el circumcentre dels triangles rectangles ABC, ACD,

aleshores és el punt que equidista dels 4 vertexs.
Elradiesr=25 =7
2 2
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8.- Siga el rectangle ABCD i siguen E sobre el costat AB i F sobre CD tal que AECF
és un rombe. Si a =DBBAC, calculeu la proporcio entre les arees del rombe i del
rectangle.

Solucio:

Siga a= AB, b =BC costats del rectangle ABCD. tga = b
a

Siga x = AE costat del rombe. D F

S L
x=CE,EB=a- x.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle EBC:

x? =(a- x)? +b2.

Simplificant: A E
a2 +b2
X = .
2a

2 1 K2 & =20
Specr X _ DT _1G @0 _1f,42).

Spcp @  2a? _Eg eabB_E
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9.- Siga ABCDEF un hexagon inscrit en una circumferéncia si AB = BC, CD =DE,

- D

EF = FA, aleshores, 'area del triangle BDF és igual a la meitat de I'area de I'hexagon
ABCDEF.

KoMaL, B4387

Solucié:

Siguen a =bCBD, b=bDABF, ¢=bAFB.

Aleshores,

a =bEFD, b =bDEDF, g=bCDB . E
DFDB=b+¢, DPFBD=a+bh, DDFB=a+¢. —,D

W\

Siga P el simétric de C respecte del segment BD.
Aleshores, CD =DP, BBDP =bCDB =g.

Per tant, DP =DE, DFDP =b + ¢- DBDP = b = DEDF.
Aleshores, P és el simétric de E respecte del segment DF.

Analogament, P és el simétric de A respecte del segment BF.

D D
Aleshores, els triangles BCD, BPD son iguals, A
D D
els triangles DEF, DPF soén iguals,

D D
els triangles FAB, FPB son iguals.

D
Per tant, L'area del triangle BDF és igual a la meitat de I'area de 'hexagon ABCDEF-.
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10.- Es dibuixen tres semicercles externs sobre els costats del triangle acutangle

D
ABC.
Les altures sobre els vértexs A, B, C intersecten els semicercles en els punts E, F, G,
respectivament.

Proveu que 'hexagon AGBECEF és el desenvolupament pla d’'una

D
piramide de base ABC.

Solucio: F‘

Per tal que es forme una piramide de base AISC
s’han d’acomplir les seglents condicions:

CE =CF, AF = AG, BE =BG i més a més,
C<bACF+bECB, A<bCAF +bBAG,
B<DABG +bDCBE.

Siguen A’, B, C’ els peus de les altures sobre els

vertexs A, B, C. c
Aplicant el teorema del catet al triangle rectangle

D
BCE:
CE’ =CA .
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle A(gA':
CA'=bxcosC.
Aleshores, CE- = abxcos C.

D
Aplicant el teorema del catet al triangle rectangle ACF:
CF'=CB'».
D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle BCB':
CB'=axcosC.

Aleshores, CF~ = ab xcosC.
Aleshores, CE =CF .
Analogament, AF = AG, BE =BG.
Siga a = DACF, b = DPECB .
Sia+b3 90°, aleshores, a +b>C.
Suposem que a +b <90°.
CB' _axosC 1

cosa = —= —
CF CE cosb

cos(a +b) =cosa xosb - sinaxsinb =cos C - sina xsinb <cosC.
a+b>C.
Per tant, C<BDACF+DECB.

Analogament, A <BCAF +bPBAG, B<BPABG +bCBE.

D
Per tant, 'hexagon AGBECF és el desenvolupament pla d’'una piramide de base ABC.



