Ricard Peir6 i Estruch

1.- Siga el segment AB i siga M el seu punt mig.

Determineu el lloc geometric dels punts P del planol que PM és mitja proporcional de
PA i PB.

Solucio:

Siga A(0,0), B(2a,0), M el punt mig del segment AB té coordenades M(a,0)
. PA _PM

Siga P(x,y) el punt que cerquem, — = —
ga P(x,y) el puntq q oM PB

PA=x2 +y?, PB=4/(x- 2a)2+y®, PM=4[(x- a)’ +y° .
X% +y? _ VKX- a)® +y*
J(x- a)? +y? J(x- 2a)® +y?
2x? - 2y? - 4ax+a’ =0.
2 2
-ty
3a? 3a?

2 2

, elevant al quadrat i simplificant:

=1

Es una hipérbola equilatera:

e

PA=517 cm h
Pri= 348 cm
PBE= 234 cm \
_ﬁ
A, h

PAPM= 1 4856754510
Fr/PB= 1 4856794610

/
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2.- Demostreu que el centre d’'un rectangle és el punt on la suma de distancies als
vertexs del rectangle és minima.
Oposicions Catalunya 1993.

Solucié: D
Considerem el rectangle ABCD. - A7
Siga O el centre del rectangle, intersecci6 de les - -
dues diagonals. - .

AC =BD =2>0A =2x0B = 2x0C =2x0D. R

Siga un P del planol. - “

D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle ACP : Py s

AC £ AP +CP , donant-se la igualtat quan A, P, C -
estan alineats i P entre Ai C.
Aleshores, b

OA +0C £ AP +CP (1)

D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle BDP:

BD £BP +DP, donant-se la igualtat quan B, P, D estan alineats i P entre B i D.
Aleshores,

OB +OD £BP +DP 2

sumant les expressions (1) i (2).

OA +0OB +0OC +0OD £ AP +BP + CP +DP

La igualtat es dona quan P esta alineat amb A i C i esta alineat amb B, D, és a dir,
qguan P és el centre del rectangle.
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3.- Les rectes tangents a la parabola y? =4x enels punts y=4, y=6 formen amb

la recta que uneix aquests punts un triangle. Calculeu la seua area.
Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:
Si y=4, 42 = 4x, aleshores, x = 4. El punt de la parabola és A = (4,4)
Si y=6, 62 =4x, aleshores, x=9. El punt de la parabola és B =(9,4)

Si f(x) = /4x .
f(x) =%

Determinem I'equacio de la recta tangent
ala parabolaenel punt A=(44).
La pendent de la recta tangent és

f'(4) :i:l

Ja 2

L’equacio de la recta és:
1
roy-4==—(x-4
y 2( )

Determinem I'equacio de la recta tangent 1
a la parabola en el punt B =(9,4).

La pendent de la recta tangent és f'(9) = d -

9

W~

L’equacio de la recta és:
1
s°y-4=—(x-9
y 3( )

Calculem el punt C intersecci6 de les rectes r i s, resolent el sistema format per
ambdues equacions:

y-4=30c 4 e
| 1 , la soluci6 del qual és | = . El punt intersecci6 és C(6,5)
ly-4==(x-9 Ty =

i 3( )

D
Calculem l'area del triangle ABC:
AB =(52), c= HEH =29 .

AC=(21), b= HEH =5,

COSA = ABXAC _ 12 . Aleshores, sinA =+/1- cos?A = 1

Jpe] rc] A< 145
L'area és:
1
529 —=
_bcxsinA _ ) 1/145 1
Sagc = - -5
2 2 2



Ricard Peir6 i Estruch

D
4.- Els punts A(-2,0) i B(2,0) son vértexs d'un triangle ABC en qué el vértex C
recorre la circumferéncia d’equacioé x? +y? - 6y = 0. Determineu 'equacio del lloc

D
geomeétric del baricentre del triangle ABC al variar C sobre la circumferéncia donada.
Opos Catalunya 1999.

Solucié:
Siga C(a,b) de la circumferencia donada,
aleshores, a? +b? - 6b =0 (1)

El baricentre G del triangle té coordenades:
@ 2+2+a 0+0+bo

G ,
g 3 3 o
c® 29
e3 3g
. a b
Siga x = 3 = 3 Aleshores, a=3x,b =3y

Substituint en I'equacio6 (1):
(3x)? +(3y)? - 6:3y =0. Simplificant, els baricentres

G(x,y) satisfan I'equacio:
x2+y?2-2y=0.
Aquesta equacio és una circumferéncia de centre O(0,1) iradi r =1.
En forma reduida: x? +(y - 1)* =12,
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5.- Una recta r talla I'eix d’'ordenades en el punt A i I'eix d’abscisses en el punt B, de
manera que la distancia AB =6cm un tercer punt C esta situat sobre la recta r de

manera que BC =2cm.

a) Demostreu que en moure la recta r de manera que el punt A estiga sobre I'eix
d’'ordenades i B sobre d’eix d’abscisses el punt C determina una el-lipse.

b) Obteniu I'equacid, la distancia focal, els semieixos i I'excentricitat de I'el-lipse.
Oposicions Catalunya 1998.

Solucio:
Siga A(0,a), B(b,0)
AB =6cm , aleshores, a2 +b? =62 (1)

Siga C(x,y) sobre larectar

C esta alineat amb A i B tal que BA =3>BC:
(-ba)=3(x- by)

Igualant les components dels vectors:

la =3y

i3x-3b=-b N
% , resolent en les incognites a, b: ,l 3 2)
13y =a b =—=Xx
"2
Substituint I'expressio (2) en I'expressio (1):
2
(2y)? +8§x9 =36 . Simplificant:
62 a ¥
Les coordenades de C(x,y) compleixen A
2 2
=y _
que 4—2 + 2—2 =1.
Aquesta equacio és una el-lipse:
Els semieixos son: C
a=14 1
b=2
La semidistancia focal és c tal que 1
a? =p2 +¢2 , F' F
Aleshores, ¢ = «/1_2
L’excentricitat és:
_e_d12 i3

a 4 2
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6.- En un rombe de diagonals d i D es construeix sobre cada costat un triangle
equilater. S’'uneixen els centres dels 4 triangles equilaters obtenint un rectangle.
Obteniu la diagonal d’aquest rectangle.

Oposicions Catalunya 2000.

Solucié:

Equacions del gir:

Siga C(a,b) el centre del giri a l'angle.

Siga P'(x',y') les imatges de P(x,y) pel gir de centre Ciangle a .
Les equacions venen donades pel sistema:

ix'=a+(x- a)cosa- (y- b)sina

1y'=b+(x- a)sina +(y - b)cosa

Siga el rombe ABCD de centre O De coordenades:

0(0,0), Aée_doO Ba% Q Cg, 02 Da%DO K
g g 2 g
- D
Siga el triangle equilater construit sobre el costat BC BMC .
M és el transformat pel gir de centre B i angle - 60° del punt C. A -
Les coordenades de M sén:

X'= O+g§—j-0—cos( 60°)- 6% T—sin(-600)
a

l
I
i
D as L
Ty="—+ 9sin(- 60° +a%-——cos 60° B
1 > gg . (-60°) P (-60°)
| .- d+DV3
i 4 (&d+DJ_-D-dJ§9
| ] M y ;.
i -D-d«/g g 4 4 5
f 4

D
Siga P el baricentre del triangle BMC les seues coordenades son:

®,d+DV3 . d -D_ -D- d«/—+0_
o6 42 2 3
¢ 3 3 ¥
(2 -
e a
2d+Dy3 - 3D- dy/3 0

¢ 12 ' 12 g

Siga PQRS el rectangle que formen els baricentres dels 4 triangles equilaters.
El centre del rectangle és O el centre del rombe.

La diagonal és PR = 2>OP .

@:\/(qe:,d+DJ§o 2 3D - d«/—9 2\/12( +D2+‘/_dD) ‘/—sz

§ 12 5 12 3 12°

PR= 2@——\/d2+D2 +dD4/3.

+D? +dD+/3
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2 2
7.- Siga la famila d’el-lipses X—z +Z—2 =1 que passen pel punt (1, 1). Es demana:
a
a) L'el-lipse d’'aquesta familia d’area minima.
b) L’el-lipse de la familia que genera un volum minim al girar al voltant de I'eix
d’'abscisses.

Oposicions Catalunya 1998.
Solucio:
La familia d’el-lipses passa pel punt (1 1), aleshores, L +bi2 =1.
a’
La férmula paramétrica de I'el-lipse és : x=axost ; [0,2p]
1y =bxsint
a)

Calculem l'area de I'el-lipse:
2p 2p
= (‘9 b xsint(- a>sint)dt =abQ sin?tdt = pab .
a2
S(a) =p—=
Ja? -1

Derivem la funcio:
_a@*-2) S"(a) = a?+2

@ o1 T @
S'(@)=0, a=+2
S"(J2)>0
aleshores, a= «/E €s un minim. En aquest cas b = \E
L’el-lipse d’area minima és: % + %

b)
Calculem el volum de revolucio:
b? 2

aZ

S'(a) =

=1 que és una circumferéncia.

y? =b*-

V= 2pqy dx = qué x -dx—3pab2.

a2 4IO a3
2.1 3 a%-1
Derlvem la funC|o
4 a?@°-3 4 a(a*+8a?+3
Via)=3pd &I v = 520 182 23)
@ -1 3 @ -1

V'(a) =0, a=+/3,aleshores, b= \/g
V"(+/3) >0, aleshores a= J3 és un minim.

X2 y2
L’el-lipse d’area minima és: 3 +2_=1.

V(@) =— pa

N w
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2

2

o X

8.- Donada I'el-lipse —+
a

;/—2 =1, quin és el triangle rectangle d’area minima que té els

catets sobre els eixos (positius) OX QY i la hipotenusa és tangent a I'el-lipse?.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
Siga CE%,B«/ 2. 029 un punt de I'el-lipse en el primer quadrant, (¢ >0).
e a [}

Calculem la recta tangent a I'el-lipse en el punt C.

y'(c)= b C  larecta tangent és:
a 4a%- c?

b -b c
roy-—+a’-c? =——=—(x-¢)
a a /az _ CZ
Calculem els punts de tall de la recta r amb els eixos
coordenats que ens donaran els vertexs del triangle que cerquem:

La part superior de I'el-lipse és la funcio B
y :Eﬂaz - x?

a
La seua derivada és:
y' = j—x

a 2 2

va® - x -
Calculem y'(c) el pendent de la recta tangent en el 1
punt C:
C il
J A

2 2 o)
Si y=0, aleshores, x =2 Pertant A?,Oj
c C 5
& 0
Si x=0, aleshores, y =3 pertant BGO, ab T
a?-c? a’-c? gy

D
Calculem l'area del triangle OAB :

a’® ab
P 2 — L
c 2 2 3p 2
_ a“-c° _a 2.2 4)
Soms = = (ac -ct2.
2 2

3 -1

Considerem la funcié S(c) = aTb(azc2 - 04)7.
*bee 18 =~

S'(c) =a—€;e—(—:)(azc2 - c4)7(2azc— 4c3)

2 82g¢g

N

S'(c)=0 sic=——a.
(c) >

52

Amb la segona derivada podem veure que ¢ = 7a €s un minim.



Ricard Peir6 i Estruch

D -
9.- Donat un triangle ABC itres punts A’, B, C’ sobre els costats BC,AC, AB ,

D D D
respectivament, les circumferéncies circumscrites als triangles AC'B', BA'C', CA'B'

concorren en un punt M que s’anomena punt Miquel (Auguste Miquel 1883, matematic
francés).

Solucio:

Siga M la interseccid de les circumferéncies circumscrites als
D D

triangles AC'B', BA'C'.

El quadrilater AC'MB’ és ciclic, pel teorema de Tolomeu, els

angles oposats del quadrilater s6n suplementaris, aleshores,

PbC'MB'=180°-A

El quadrilater BA’'MC'’ és ciclic, pel teorema de Tolomeu, els

angles oposats del quadrilater sén suplementaris, aleshores,

DbC'MA'=180°-B

PB'MA'=360°- (BC'MB'+bC'MA') = A +B =180°-C

Els angles BB'MA" i 'angle BB'CA' del quadrilater CB’'MA’ sén suplementaris,

aplicant el teorema de Tolomeu, el quadrilater CB'MA'’ és ciclic, per tant M pertany a la

D
circumferéncia circumscrita al triangle CA'B'.

Nota: Si els punts A’, B’, C’ pertanyen a la prolongacio dels costats el teorema de
Miquel també s’acompliria i la demostracié seria analoga.
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10.- Demostreu que la suma de les distancies d’un punt interior a un triangle als tres
vertexs és superior a la meitat del perimetre i inferior al perimetre.

Oposicions Catalunya 1998.

Solucio:

D
Siga el triangle ABC.
Siga P interior al triangle.

D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle ABP:
PA+PB >c

D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle ACP:
PA+PC>b

Aplicant la desigualtat triangular al triangle BEP ;
PB+PC >a

Sumant les tres desigualtats:

2(PA +PB+PC)>a+b+c.

PA+PB+PC >2rR*C

D D D
El triangle ABP és interior al triangle ABC, aleshores, el perimetre de ABP és menor

D
que el perimetre de ABC, per tant:
PA+PB+c<a+b+c.

Simplificant:
PA+PB<a+b (1)
Analogament:
PA+PC<a+c 2)
PB+PC<b+c 3)

Sumant les tres desigualtats (1), (2) (3):

PA+PB+PC<a+b+c.



