Ricard Peiréi Estruch

1.- Considerem un ortoedre de base un quadrat de costat a. Siguen A, B, C, D els
vertexs del quadrat d’'una de les bases i A’, B, C’, D’ els corresponents a I'altra base.

Considerem M el punt mig del segment AB i N el punt mig del B'C'. Construim un
triangle de vértexs els punts M, C i P essent P un punt variable del segment ND'.

D
a) Calculeu la posici6 del punt P de manera que l'area del triangle MCP siga minima.

D
b) Calculeu la posicié del punt P de manera que I'area del triangle MCP siga maxima.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

Siga b = AA' l'altura de 'ortoedre.

Considerem l'ortoedre en les seglients coordenades cartesianes.

A(0,00), B(0,a0), C(-a,a,0), D(-a,0,0). A'(0,0,b), B'(0,a,b), C'(-a,ab), D'(-a0,b).

El punt mig M del segment AB té coordenades: Mé%,g,o9
&2 g

N el punt mig del B'C' té coordenades: I\I‘EeTa,a,bQ.
é 2

ﬁl = (;:ai,a,og
2
e 2}

L’equacio de la recta que passa pels punts D’ i N té per equacio:
r°(x,v,z) =(-a0,b) +a(12,0)

Un punt P en el segment ND' té coordenades: P(-a+a22a,b), 0f£af %.

MC=82a202 MP=& a+aza- _,b9.
e 2 g e 7}
D
Calculem l'area del triangle MCP
i i k
1—, — - - -
SMcp=—HMC MPH, MG MP=| -a & =8 ap 2R54a20
2 2 e?2 %]
_a+a 2a-2 p
2
5a &
Syep = — HMC' MPH —+ +(ab) +g ata’+ .
@

L’area del triangle al quadrat €s una parabolaen O £a £ %.

El minim esta en el vértex i el maxim en un dels extrems de a .

El minim s’assoleix quan a —% el punt P té coordenades Pge% % b— larea
e a

o _ 1 [5a%b?
minima és S, =—
2V 4
2 21,2
Sia=0, 5(0)_3/5‘”’ +at. Sia=2, Sg@iQ_l\/&'ﬂb L8 4
Vo4 2" &g 2\ 4 64

S(0) > Sg—— Aleshores el maxim s’'assoleix quan a =0.
edo

Les coordenades del maxim sén: P(-a0,b).
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2.- Demostreu que en tot triangle la suma de les mitjanes és major que %del

perimetre, perdo menor que el perimetre.
Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:

Siguen les mitjanes AM =m, CN=m_, BR=m,. Siga el baricentre G.

Siguen S=m,+m,+m_, P=a+b+c
D
Considerem el triangle CGB gmb +§mC >a

D
Considerem el triangle AGC éma + %mc >b

D
Considerem el triangle AGB éma + %mb >c

Sumant les 3 inequacions:

g(ma+mb+mc)>a+b+c P gS >P

D

Considerem el triangle AMN m_ < Eb + Ec
D

Considerem el triangle BNR m, <=c +§a

D
Considerem el triangle CNR m_<=a +%b

Sumant les desigualtats:
m,+m,+m,<a+b+c P S<P
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El nombre d’or en el pentagon.
Demostreu que la proporci6 entre la diagonal i el costat d’un pentagon regular és el

1+4/5
2

nombre d’or F =

Demostracio 1:
Siga el pentagon regular de costat AB =a
Siga la diagonal del pentagon AC =d

Per ser inscrits en la circumferéncia, els angles E B
360° 3 360°
DBAcz% = 36° DABC= 25 =108° "

L’angle BACB=36°
Els angles DABF=72°, B AFB=180°- (36°+72°)=72°,

D -
El triangle ABF és isosceles, per tant, AF = AB = a
360°

Per ser inscrit en la circumferéncia, I'angle DCBF:% =36°

D D
Els triangles ABC i BFC s6n semblants:
Pel teorema de Tales:
AC BC d
-2 p 822 p at=dd-a) b

AB  FC a d-a
,2 2
b o?-ad-a2=0 b d=2*V2 *4a =al+“/g
2 2
Per tant, E=1+‘/§
a 2

Nota: el valor negatiu de la solucié no és valid perqué la diagonal és positiva.

Demostracio 2:

Tot poligon regular esta inscrit en una circumferencia. D
Considerem el pentagon regular ABCDE
Siga a=AB,d=AD. E
Aplicant el teorema de Ptolomeu al quadrilater inscriptible ABCD:
ACxBD = AB xCD +BC xAD .
d> =a?+ad
.2
Dividint per a?: 222 - 9. 120 A B
eag a
Resolent I'equacio en la incognita d : d_1+ J5 =F.
a a 2 D
Demostracio 3:
Considerem el pentagon regular ABCDE. E
Siga a=AB,d=AC.
BCAB =BDACB = 36° (per ser angles inscrits en una circumferencia i
o
abracar un arc de So0L 72°).
5 A B

DABC =108°.
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D -
El triangle ABC és isosceles. Siga M el punt mig del segment AC.

D
El triangle ABM és rectangle. Aplicant raons trigonometriques:

cos36°= ﬂ -4 (2)
AB 2a

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
d _sin108° _ sin(72°+36°) _ sin72°cos 36°+sin36°cos 72° _

a sin36° sin36 sin36°
_ 2sin36°cos 36°+ sin36° (cos® 36°- sin® 36°) _
sin36°
= 4cos? 36°- 1.
d_ eedo
Substituint I'expressio (1): — =422 9 |
a el2ag
.2
Simplificant: 85_19 4 1=0
edg a
Resolent I'equacio en la incognita d : d_ 1+2‘/§ =F.
a a

3.- Considerem un pentagon regular. En tragar les diagonals es forma en el seu interior
un nou pentagon regular. Quina és la relacié entre les arees dels dos pentagons.
Oposicions Catalunya 1993.

., ]
Solucié:

Siga el pentagon regular ABCDE, a = AB.
La proporcié entre la diagonal i el costat del pentagon és el E

‘ ' &
nombre d'or F = # .

D D ’ \
Els triangles CFD, ADE soOn semblants, aplicant el teorema de

Tales

CD_DF a _DF .2
2.

AD AE aF a’

B

D D
Els triangles ABD, GFD, aplicant el teorema de Tales:

M5 EF-2
BD DF F
Els pentagons ABCDE, FGHIJ sén semblants, aleshores, les arees sén proporcionals

al quadrat de la proporcio dels costats:

e ¢
—A (;; =

S aBcpE =863\_B$ —¢c & + _p4
Seows §GF5 Ca -
&F2 5
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4.- Siguen dos segments AB, BC d'igual longitud d i articulats pel punt B. El punt a
esta sobre I'origen de coordenades i el C varia sobre la part positiva de I'eix OX.

Determineu I'equacio del lloc geometric d’'un punt P situat sobre el segment BC auna
distancia p del punt C. Dibuixeu el lloc geometric.

Oposicions Catalunya 2000
Solucio:
Siga A(00), C(a,0), a3 0
aa 0 9 a@t')z 9
Aplicant el teorema de Pitagores, B + [d? - 6=+ .0 B‘ d? - G+ ..
e2ﬂ 5 e2g p

Siga P(x,y) sobre el segment BC taI que p=CP.
Aleshores, dxCP = p CB

29 ¥
dx- ay- 0)= p 1/olz &0
%2 rH P

Igualant les coordenades dels vectors:

ldx- daz=-pd 1
{dx da=-p > A C
! a2
| 2
.dv =-p./d°- —
FY =P 4
Aillant a de la primera equacio:
i 2dx
.I.a =
i 2d-p
: . &
~dy =- dc -
PR
Substituint el valor de a en la segona equacio i elevant al quadrat:
_4d’x® 0
— p §d2 =
4(2d- p)* g
Simplificant:
X2 y2
(2d- p)? p?

Es mitja el-lipse (ja que a només recorre I'eix positiu d’abscisses) de semieixos
2d- p,p.
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5.- Demostreu que les rectes que uneixen punts mitjans d’arestes oposades d’'un
tetraedre passen per un mateix punt.
Oposicions Catalunya 1999.

Solucié:

Siga el tetraedre de vértex A, B, C, D.
Els punts A, B, C, D no sén coplanaris, per tant els vectors {AE,AC,AD} son base de
R3.

Siga M el punt mig de AD, siga N el punt mig de BC. AM =%ﬁ. BN =%B—C.
Les component del vector AM referides a la base {AB,AC ,AD} son:

A =B0,20
e 2g
AC+CB=AB, CB=AB- AC.

—_— — — —_ 1— —_

AN =AC +CN= AC+;CB—EAB+;AC

Les component del vector AN referides a la base {Aé,ACf,AIZS} son:

AN = g@ioo Aleshores, MN = Ed 1-10
a2 2’ 2@

La recta gue passa pels punts M, N té equacio:

i © (X Y,2) =8%,O,19+ a(ll- 1).
e 2g

Siga P el punt mig de AB, siga Q el punt mig de CD

Les components de AP referides a la base {AB,AC,AD} sén: AP = 8%,0,09.
&2 g

Les components de E referides a la base {Aé,Aé,AIﬁ} son: AQ a% 1 10
2g

w-@ L1l
2 22g
La recta que passa pels punts P, Q té equacio:

(o © (x.2)= & 00%+a(- 111).
€2 g

La interseccio de les rectes 1, I, €s el punt O de components referides a aquesta

base {A,{AEi, AC,AD}}, OZ%,E,EQ

Siga R el punt mig de AC, siga S el punt mig de BD
La recta que passa per R, S té equacio:

ks ° (X,Y,2) = $,1,09+ a(L-11).
e 2 g

Notem que el+ punt O%,%,%Q pertany a la recta ryq .
e

[}
Aleshores, les tres rectes s'intersecten en O% % %0.
7}



6.- Sobre un quadrat LMNR de costat 1 tenim tres punts A, B, C
tals que les figures ALB, ARC i BMNC tenen la mateixa area.

D
Calculeu I'area maxima i minima del triangle ABC.
Oposicions Catalunya 1998.

Solucio:
Siga x =LA, y=LB, z=RC
D
L'area del triangle ABC €S S,gc =Siumr - 31 =12 - 3%.
Xy _ (1- x)z (1)

Siag =Sarer =7 5

Sias = Secnu ﬁzwxl 2)

2 2
Considerem el sistema format per (1) i (2):
ixy=(1- x)z
%xy =2-y-2

i 2xX - 2
y

N

. Resolent el sistema en les incognites y, z:

(Y=
I x*-x-1 0EyELl, 0£z£1
i _ 2X
lz=-————
t x?-x-1

D
L’area del triangle ABC en funcié de x és:

- ., €3-.5 -1+.5

S(x)=1-§x22X—2.EIdom|n|eSé J_, /5

2 x°-x-1 g 2 2 q
3(2x- 1)

(x?- x-1?°

u
U

S'(x) =
s A |
S'(x)=0 si x-E

.01 -1+4/5U €3 - 1€
S'(x) >0, sixl u——Jg 3-45 8
QZ 2 g 2 2@

@@

Aleshores, x :l €s un minim. SE&Q: E.
2 e2g 5
35 _-1+5

El maxim s’assoleix en els extrems x = > X = >

B J50_-5+35

2 o

&1+4450 -5+
Sé 12‘/§j= > 43‘/§ » 0'4271.

a
J5 -1+4/5

Aleshores, x = 3- . X=
2 2

» 0'4271.

sOn els dos maxims.

g. S'(x)<0, sixl &——Z8.
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7.- Tres esferes del mateix radi estan sobre una taula de tal manera que cadascuna
esta en contacte amb les altres dues. Determineu el radi de I'esfera més gran possible
que es pot situar entre la taula i les altres esferes.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
L’esfera que busquen sera la tangent a les tres esferes i tangent a la taula.
Siga R el radi de les tres esferes iguals i tangents entre elles

Siga r el radi de la 4 esfera situada entre les altres esferes.

Els centres de les 3 esferes tangents formen un triangle equilater de costat 2R.

Els centres de les 4 esferes formen un tetraedre recte de base un triangle equilater de
costat 2R i d’arestes laterals R +r.

L’altura del tetraedre és R- r .

Aquesta altura té per base el baricentre del triangle.

La mitjana del triangle equilater que forma la base és aplicant el teorema de Pitagores:

CM=+/(2R)? - R? =R\f3

Per la propietat del baricentre:

D
cG-2am-28g.
3 3 C
D
Considerem el triangle rectangle CGD.
) O _ 2R
Aplicant el teorema de Pitagores:
CD=R+r,DG=R-r:
A B
.2 il
0
R+r)?=(R-r)° +‘§—‘/§Rj .
3 p S B ]

4R :iR2 .
3

Aleshores, r =%R




8.- Considerem el cercle C, de centre O(0,0) i radi q.
Siga M el punt mig del segment d’extrems A(0,1), B(1,0).
Considerem el cercle C, de centre M i diametre AB.

Ricard Peiréi Estruch

Calculeu I'area de la superficie L de la regié en forma de quart de lluna que s’obté al

treure a C, la part comuna amb C, (linula d’Hipocrates).
Oposicions Catalunya 1999.

Solucié:

L’area de la lunula d’Hipocrates és igual a I'area de la semicircercle de centre M i

P D
diametre AB menys l'area del quart de centre O i radi 1 més I'area del triangle OAB .

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

D
OAB :

5]
AB =yOA  +0B =12 +12 =42.
L'area del semicercle de centre M i diametre AB és:
2
0 “é /2 g ps
S, = —ﬂ = B .
' 2 4
L'area del quart de cercle de centre O i radi 1 és: 5 = 5
2
82 = P o = R
4 4
. D
L’area del triangle rectangle OAB és:
11
S;=—==.
2 2

L'area de la lGnula és:
1

L=S,-S, +Ss =~
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9.- Siga un trapezi isosceles amb bases a i c i altura h.

a) Sobre l'eix de simetria d’aquest trapezi, determineu els punts P des dels quals es
veuen els costats iguals del trapezi sota un angle recte, calculant la distancia de P a
cada base.

b) Determineu en quines condicions existeix P (discutiu els diversos casos que es
poden donar.

Oposicions Catalunya 2000

Solucio:
Considerem el trapezi isosceles ABCD amb les seguents coordenades:

AZ 20988 09 cE h8pEC h?
€2 g &2 g &2 g &2 ¢
L’eix de simetria del trapezi és I'eix d’ordenades, Di-ci2hy |*  Cicleh)
x=0
Siga M el punt mig del costat BC . Les coordenades
de M son:
Mg@ +c ho
& 4 '2g
El problema tindra solucié si la circumferéncia de

centre M i diametre BC talla I'eix de simetria.

Alai2 0 Bia/20)

Determinem I'equacié de centre M i diametre BC .
El radi r acompleix, aplicant el teorema de Pitagores:

h2 + & C 92

(2 = é 2 g _4h*+@-¢)?
4 16

L’equacio6 de la circumferéncia és:

a;( a+c0 89 _4h’+(@-c)’

e e 16 '

Determlnem la mtersecmo de I'eix de simetria i la circumferéncia:
ix=0

ié 41213 2 16

2 2
le a+cg e ho _ 4h? +(a- c)? -

(a+c) a?/ hg __+(a c)®
16 e 2g 4 16

Jh? - ac

2

2 2
?ﬁ/- 29 _h7-ac . Aleshores, y =Di
e 2g 4 2

h+ «/ -ac_

Els problema té 2 solucions si h? - ac > 0. Els punts solucié sén PQO

h- «/hz-ac_

ﬂ

P 90

El problema té 1 soluci6 si h? - ac = 0. El punt soluci6 és, Pg%,gg.
e 29

El problema no té solucié si h? - ac <0.
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10.- Determineu el lloc geometric dels punts del planol P(x,y), tal que les rectes
tangents de de P a la corba x?y =1 sén perpendiculars.

Oposicions Catalunya 1998.
Solucio:
o ., 1 -2
La corba en forma explicita té equacié, y =—. y'=—.
X X
Siguen Qc}%,izg, Rc}%,izg de la corba tal que PQPR =90° iles rectes PQ, PR son
e C°g e dg
tangents a la corba. 8
— 1 0 == 1 0
PO=&-x—-v2 PR=&- x,=- y2
g ¢ g g d> g :
Per ser la recta PQ tangent en el punt Q el seu pendent és y'(c) = —32 : 1
c
1
o y 2 2 1
c _- 3 _
Aleshores, =—. C-yc”=-2c+2X Q)
C-X ¢ _ _ 4

Per ser la recta PR tangent en el punt R el seu pendent és y'(d) = d_32

1
@ ) -2
Aleshores, r = 7 Simplificant: d- yd® =-2d+2x 2

Restant les expressions (1) i (2): ¢- d- y(c®*- d3®) =-2(c - d)
c-d- y(c- d)(c? +cd+d?) =-2(c - d). Simplificant:
y(c? +cd+d?)=3 (3)
Multiplicant I'expressio (1) per d*:
cd® - ycid® =-2cd® +2d3x 4)
Multiplicant I'expressio (2) per c?:
c®d- yc3d® =-2c3d+ 2c3x (5)
Restant les expressions (4) i (5) i simplificant:
3cd(c +d) = 2x(c? +cd +d?) (6)
Per ser les rectes PQ, PR ortogonals les seues pendent compleixen:
22-21 simplificant, c%d® = -4 7)
c> -2

d3
Elevem al quadrat I'expressio (6)
9(cd)?(c +d)? =4x*(c? +cd+ d?)? (8)
(c+d)? =(c? +cd+d?)+cd
(cd)?(c +d)? = (cd)*(c? +cd+d?) +(cd)® ©)
Substituint I'expressié (9) en I'expressio (8):
o(cd)?(c? +cd+ d?) +(cd)® ) = 4x2(c? +cd+d?)? (10)
Substituint les expressions (3) i (7) en I'expressio (10):
4+ 316 = 4§ , Llevant denominadors: 4x2 + 4y? - 33/16y =0.

y y
Que és una circumferéncia.




