Ricard Peir6 i Estruch

1.- En una successio de cercles de radi decreixent, cadascun d’ells és tangent exterior
a la seglent i als costats d’un angle recte. Determineu la rad entre I'area del primer
cercle i la suma de les arees dels infinits cercles.
Oposicions Catalunya 1998.

Solucié:

Consﬂerem la successio dels radis:
r, =BC

OC =+/2r,

r, = AB

OA =.[2r,, OB =+/2r, - 1,

r,=AB =0B - OA =+/2r, - J/2r, - 1,

(1+ ﬁ)rl = («/E 1)r0

rn= f\_/glro = (JE 1)2r0 B
Analogament,
r, = f\-EIH = («/5 1)2r1 = («/E 1)4r0

Podem definir la successié de radis de forma recurrent;
2n
r, = («/5 1) Mo
L’area del primer cercle és:
SO = pXro2
L'area dels altres cercles és:
4
s, =px2=p{2- 1", i=12....
La suma és:

¥ ¥ n qf i
S= é S, = prozé gﬁ 1)49 = prozix/a—l)—4 = proz@.
i=1 i= 2 1- («/5- 1)

(Hem aplicat la formula dels infinits termes d’'una progressio geometrica).
La proporcio entre I'area del primer cercle i la suma dels infinits cercles restants és:
2
So Pro
S ,32-4
Pro — 5

=122 +16.
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2.- Donada una circumferencia de radi R >0 fixa, un punt O fix i una recta tangent a la
circumferéncia en un punt diametralment oposat a O, es traca per O una recta secant
variable que talla en B a la circumferéncia i en C a la recta tangent. Sobre la recta

secant es considera el punt Atal que OA =BC . Determineu I'equacié del lloc
geomeétric dels punts A.
Oposicions Valéncia 2001.

Solucié:

Siga la circumferéncia de centre D(R,0) i radi R, I'equacio de la qual és:
(x- R)2+(y-0)?=R?. x> +y?- 2Rx=0.

Siga 0(0,0) el punt diametralment oposat és O' (2R,0)

La recta tangent a la circumferéncia en el punt O’ té equacio:
rex=2R

Siga un punt variable C(2r,b) de larectar.

Siga la recta s que passa pels punts O, C que té equacio:

sPy= ix
2R
Determinem les coordenades del punt B interseccio de la recta
s i la circumferéncia: P
: i 8R? =
Ix?+y?- 2Rx=0 '{X:m ?
% b la no trivial del qual €s |
iy ==X i 4bR?
| 2R Y ———
t7 4R?+b

8R’ 4bR* 0
R® +b” 4R* +b°
La primera coordenada del punt A(x,,y,) tal que OA =BC és:
8R° _ 2Rb’
4R? +b?  4RZ+b?’
Calculem la coordenada vy, , substituint en I'equacio de la recta s:

&
Aleshores, Bg
4

X, =2R -

b3
Yo TUR? 412
& 2 50
Les coordenades de A son A 2§b R ? >
4R° +b° 4R“ +b° 4
2 2
Siga x =%, aleshores, 4R? +b? = 2Rb (1)
4R° +Db X
3
Sgay=—— 2
9ay= e 2 2)
Substituint I'expressio (1) en I'expressio (2)
b3 bX b2X2
=—— =— Elevant al quadrat: y* = 3
T a Y TR )
X
2 2
Si x :22R—b2’ aleshores, b? = 4R 4)
4R“ +b 2R - X
Substituint I'expressié (4) en I'expressio (3):
3
y? = X 2R xy? = x(x? +y?) Equacio de la Cissoide de Diocles.

2R- x
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3.- Construiu raonadament un triangle rectangle d’hipotenusa donada a tal que la
mitjana sobre la hipotenusa siga la mitjana geometrica dels dos catets del triangle.
Oposicions Catalunya 1997.

Solucié: A

D
Siga el tria_ngle rectangle ABC, A =90°. 5 M C
Siga h = AH altura sobre la hipotenusa. 0 H

Siga m = AO la hipotenusa del triangle rectangle.

Per hipdtesi m =+/bc (la mitjana és mitjana geométrica dels dos catets).
La mitjana sobre la hipotenusa d’un triangle rectangle mesura la meitat de la
hipotenusa.

a
m=—.
2

% =4/bc . Elevant al quadrat:

2

a
—=hc 1
2 (1)
La superficie del triangle és:
Spec = a?h = %C Aleshores, bc = ah (2)
Substituint (2) en I'expressio (1): r

2
a - ah . Simplificant, h =a .

4 4 /_\
Meétode de construccio: P -

Dibuixar el segment a = BC, de punt mig O.

Dibuixar la circumferéncia de centre O i diametre a = BC . 0
Dibuixar la recta r perpendicular a BC que passa per B.

Dibuixar el punt P sobre la recta r tal que BP = %.

Dibuixar la recta s paral-lela a BC que passa per P, que talla la circumferéncia en el
punt A.

D
Dibuixar el triangle rectangle ABC.
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b+c _a+c _a+b
5 6

a) Proveu que els costats a, b, ¢ del triangle estan en progressio aritmetica.

b) Calculeu sinA: sinB:sinC.

D
4.- Siga el triangle ABC de costats a, b, ctal que a+b+c =60,

Solucio:
Considerem el sistema d’equacions lineals:
!

la+b+c =60

" ja+b+c=60 la=28
. + + - ., , T
{Tcza ¢ , :,43_ 5b- ¢ =0 ,lasolucié del qual és: :'b:20
.I. 1 ) ) — 1 —
ib+c _ a+h 14a- 2b- 6c =0 c=12
t a4 6

Notem que a, b, ¢ sbn els costats d'un triangle ja que 20 +12 > 28 .
Aleshores els costats a, b, ¢ estan en progressio aritmetica de diferéncia - 8.

Aplicant el teorema dels sinus:
28 _ 20 _ 12
sinA  sinB  sinC

7 _ 5 _
sinA  sinB  sinC

. Simplificant:

, aleshores, sinA :sinB:sinC=7:5:3
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D
5.- Siga el triangle ABC, proveu gque si cosA min% = sin%min% el triangle és

isosceles.

Solucié de Murray S. Klamkin (Crux Mathematicorum).

C_ 180°-(A +B) — 9Q°- A+B
2 2 '
COSA >€inA = sinE@in@OO- A+BQ.
2 2 e 2 g
COSA >sinA =sin5>cos€ao‘+89.
2 2 e 2 g

Transformant productes amb sumes:
sing%\ +A9+sin€;a§- Agzsing‘g+ A +Bg+ singg- A +BQ
e 2g e2 g @2 2 g &2 2 g

sings—A9+ singe—Agz sindB + A9, sing‘ﬂg
€2 g e2g e 24 &2 g
singéigzsingﬁ+ég
e2 g e 2gp

Aleshores, %=B+A o bé %+B+A=180°.
2 2 2 2

En el primer cas A =B.

En el segon cas, 2A+B =180°, A+B+C =180°. Aleshores, A=C.
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6.- Donada la circumferencia de centre O i radi r i un punt exterior P, determineu la
distancia OP en funci6 de r a fi que I'area generada pel segment de la tangent AP (A
és el punt de tangéncia) al girar al voltant de OP siga el triple de I'area generada per

larc AB al girar al voltant de OP essent B el punt de tall de la circumferéncia amb OP .
Oposicions d’Asturies 2004.

Solucio:
Sense perdre generalitat podem suposar que P esta sobre I'eix positiu d’abscisses.

- PR - D
Sigar =0OA =0B, d=0P, a= AC, altura del triangle OAP .
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAP :
d® - r?
D D
Els triangles rectangle OAP , ACP son semblants. Aplicant
el teorema de Tales:
LI S Y
r a

d

L’area generada pel segment de la tangent AP al girar
sobre OP és l'area lateral d'un con de generatriu AP i radi
a=AC.

L’area de la superficie lateral d’'un con és:

S=pxaxAP aelradi AP la generatriu.

S=p><g><«/d2-r2.

L’area generada per I'arc AB al girar al voltant de OP és el casquet esferic de radir i
altura b=CB.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOC
2

- 2 - -
OC=4/2- a2 =r_. CB=r—OC=r—%.

L’area del casquet esferic és:
S =2px xCB relradi CB laltura.

20
S =2pr ﬁ:
@

L’area del con és el triple de I'area del casquet:

' 2 _ 2 _ 2 O
prd—r =3 >Qpra¢OI r 1. Simplificant:
d § d 5

(1- 36r2)d? +72r® - 36r* - r2 =0. Les solucions de I'equacio son:

2
M. L’Unica solucié valida és d = M

d=r,d= >
36rc-1 36r2-1

El problema no té solucié si r £ % .
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7.- Donada la circumferéncia x? +y?- 6x =0 ilarectar®y- 3=0 es traca per

l'origen de coordenades O una recta s que talla la circumferencia en un punt A distint
de Oialarectaren el punt B. La paral-lela per A a I'eix OX i la paral-lela per B a I'eix
QY es tallen en un punt P. Es demana:

a) Determineu el lloc geomeétric del punt P quan la recta s varia passant per O

b) Estudiar el lloc geometric i representeu-lo determinant els seus elements més
notables.

Oposicions Cantabria 2004.

Solucio:

La x? +y? - 6x =0 és la circumferéncia (x- 3)? +y? =32 de centre (30) i radi 3.

Sigalarecta s°y =mx.

El punt A és la intersecci6 de la recta s i la circumferencia les seues coordenades son:

Age 6 . 6m2 9

el+tm® 1+m° g

L’equacio de la recta u paral-lela a I'eix OX que passa per A té equacio:
6m

1+m?

uey=

El punt B és la intersecci6 de la recta r i la circumferéncia les seues coordenades son:

B 39
em g
L’equacio de la recta v paral-lela a I'eix OY que passa per B té equacio:
0v_3
vVOox==
m
El punt P és la intersecci6 de les rectes u, v, les seues coordenades son:
Pgai, 6m2 9, Siga x =£,y= 6m2 .
em l1+m°g m 1+m
3
_3 _ 6; _ 18x
m = —, aleshores, y = = :
X 9 9+x°
1+—
X2
18x

L’equacio6 del lloc geométric és y =

9+x2

Estudiem aquesta funcio:
El domini de la funci6 és R, els continua i derivable en R.
(0,0) és el punt de tall amb els eixos.

Es una funci6 simétrica respecte de I'origen de coordenades.

_18(9- x?)

(9+x2)?

Estudiem el signe de la primera derivada:

La funci6 és decreixent en |- ¥,-3[E [3+¥[. La funci6 és creixenten |- 33]

X = -3 és un minim de la funcié (- 3,-3), x =3 és un maxim de la funcié (3,3),
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36x(x?% - 27)
(9+x?)°
Estudiem el signe de la segona derivada:
La funcié és convexa en J ¥ .- 3J§IE b3«/§[

La funci6 és concava en J 343, OlE J3J§ +¥l

"o

30
X =-34/3,0, 34/3 s6n punts d'inflexio. és«/_ 3J_‘ , (00), §3«/_ TJ_;
2
im =—2%_ -0, jim =% -g
X® - ¥ O +x X® +¥ O +x

La funcio té una asimptota horitzontal d’'equacié y=0 quan x® -¥ , X® +¥

Quan x® -¥ la corba va per sota I'asimptota i quan x ® +¥ la corba va per dalt de
'asimptota.

La grafica és:

m
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8.- Un segment AB de longitud 4 es mou tenint el seu extrem A sobre la recta
r°y-3x+1=0 ielseuextrem B sobre larecta r, ° 3y + x- 7 =0 Determineu el lloc

geomeétric del punt mig del segment AB .
Oposicions Andalusia 2004.

Solucio:
Notem que les dues rectes son
perpendiculars ja que el pendent de r, €s

m =3 iel pendentde r, és m‘='?1

El producte dels pendents és
mxm'=3 ><<af—19= -1.
€3 g
El punt d’interseccio de les rectes és P(1,2)
Els punts P, A, B formen un triangle rectangle

d’hipotenusa AB = 4.

Determinem el lloc geometric del punt mig de

la hipotenusa AB d'un triangle de hipotenusa
constant.

La mitjana d’'un triangle rectangle mesura la meitat que la hipotenusa. Aleshores la

distancia del punt mig M del segment AB al punt P és constant a % =2.

Aleshores el lloc geométric és la circumferencia de centre P i radi 2

(x- ) +(y- 2)> =27
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9.- Donat el rectangle ABCD amb a = AB (base)i b=BC alturai a>b des de la base

- D -
AB es construeix internament el triangle equilater ABX i des de l'altura BC es

D
construeix exteriorment un triangle equilater BCY . Les rectes AX i BY es tallen en el
punt Z. Es demana:
a) Determina la relaci6 entre la base i I'altura del rectangle a fi que els punts X, C Y
estiguen alineats.
b) Caracteritza i calcula en aquest cas tots els elements significatius: costats, angles,

D
mitjanes, bisectrius interiors i exteriors, radi inscrit i radi circumscrit del triangle XYZ.

Solucio:
a)
A fi que els punts X, CiY estiguen alineats I'angle BDXCY ha de ser pla.

DBCY =60° per ser el triangle B(%Y equilater.
DBCD =90° per ser ABCD un rectangle.
Aleshores per estar alineats I'angle D C
BDCX =30°

En aquesta cas BCXB =30°.

D
Per tant el triangle XBC és isosceles
CX=CY =b A, B

D - P
i el triangle XBY és rectangle. BX =a, BY =b.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

D
rectangle XBY :
(2b)? =a? - b*?

Aleshores, a = «/§b .

b)

bzXY =bAXB +DbBXY = 60°+30°=90° . Aleshores, el triangle és rectangle.
bXYZ =60°, BXZY =30°.

XY =2b, YZ=2xXY =4b.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle XYZ: X

XZ =2+[3D. \
Calculem les mitjanes:

_ D

Siguen XL,YM,ZN les mitjanes del triangle XYZ.

La mitjana sobre la hipotenusa d’'un triangle rectangle M
mesura la meitat que la hipotenusa, aleshores,

XL=—Z=2p.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MXY : 7
YW = (V30 +(2b)? =b.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ZXN :

ZN =+ [243b) +b? =+/I3b.
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Calculem les bisectrius interiors: ”
Siguen XP,YQ,ZR les bisectrius interiors al triangle

D
XYZ. R

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle XPY : o

.XP _ -2b ’ ﬁZ(B«/E-—\/g)O

sin60°  sin105°

Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle n
D—_ b _4f3
XY, YQ = = b.

Q Q cos 30° 3

Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle

D
XZ z

R=2_ = (55 2v6)

cos15° "

Y

Calculem les bisectrius exteriors:

Siguen XS, YU,ZT les bisectrius

exteriors al triangle X\?Z .
BSXY =45°, bXYS =120°.
Aplicant el teorema dels sinus al
triangle X§Y:

XS 2
sin120°  sin15°’

%S =342 +6 )

D
Aplicant raons trigpnometriques al triangle rectangle UXY :
Yo=—2 4
cos 60°

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle TXZ :

7= 23 R (624246

cos75°

Calculem el radi de la circumferéncia inscrita i la circumscrita.

En un triangle rectangle el radi R de la circumferencia circumscrita mesura la meitat de
la hipotenusa.

En un triangle rectangle el radi r de la circumferéncia inscrita mesura el semiperimetre
menys la hipotenusa.

r:XY+XZZ+YZ_ —Z:2b+2\/2§b+4b_ 4b = (- 1+ ¥3)b.
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10.- Es considera una el-lipse i siga A un dels seus punts. Per cada punt X de I'el-lipse
siga X' el punt mig del segment AX . Determineu el lloc geométric descrit pel punt X’
guan X recorre l'el-lipse.

Determineu el lloc geomeétric en el cas de I'el-lipse 4x? + 9y? - 8x - 36y - 140=0 i
A(4,6) .

Oposicions Madrid 2002.

Solucio:

Sense llevar generalitat posem suposar que I'el-lipse té equacio reduida:
X2 y2

—t5 =L

a®~ b

Siga A(Xq,Yo), X(m,n) dos punts de l'el-lipse:

El punt mig X’ del segment AX té coordenades, X' gxo M Yo 2+ nd
o

Siga x = XO;m, y= y02+n. X'(X,Y) .

Aleshores, m=2x- x,, Nn=2y-y,.
Per ser X(m,n) un punt de I'el-lipse satisfa I'equacié de I'el-lipse, aleshores:

(2x - Xo)2 + (2y - yo)2

=1. Dividint denominadors i denominadors per 4:

a’ b?
® X0 @ y 6
2 ¥ 5
2 £ + 2 £ =1
a0 ado
€2g e2g
Aleshores eI lloc descrit pel punt X’ quan X recorre I'el-lipse és una el-lipse de centre
X
Mg— ,yo + | semieixos la meitat dels semieixos de
2 24
I'el-lipse inicial.

Determinem el lloc geomeétric en el cas de I'el-lipse
4x% +9y? - 8x- 36y - 140 =0 i A(4,6)
Determinem la seua equacio reduida és:
4(x-D?+9(y-2)?=140+4+36

_ 2 _ 2
(x-1 ~+ (y-2) > =1 Una el'lipse de centre
180 0 180 O
2 g S &
(1,2) i semieixos a =+/45,b =+/20 .

El lloc geométric descrit pel punt X’ punt mig de AX quan X recorre I'el-lipse és
I'el-lipse:

2 2

1+40 2+60

Rl A
e g . € g _q

55 210 &



