Ricard Peir6 i Estruch

1.- Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat

superior del quadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura. E
Si una circumferéncia passa pels punts A, B i E. Quin és el

radi del cercle.

Solucio: b e

D -
El triangle AED és isosceles, AD =DE =1.
DADE =90°+60°=150°.
o_ o
180°-150° _ 1o " B

DDEA =
DCEB =15°.

DAEB = 60°- 2> DEA =60°-2 x15°=30°.

L'angle BAEB és un angle inscrit en la circumferéncia que mesura 30° aleshores l'arc
és de 60°.

Aleshores I'arc mesura la sisena part de la circumferencia.
Aleshores la corda AB mesura el mateix que el radi.

Per tant el radi de la circumferéncia és igual AB =1.
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2.- Donades dues rectes paral-leles a, b, i dos punts fixos A i B sobre la recta a i altre
punt fix C sobre la recta b, es demana, determinar sobre els segment AC un punt M,

D D
tal que la suma de les arees dels triangles MAB i MNC siga minima. N és el punt
d’intersecci6 de la recta BM amb la recta b.

Solucio:

M -

Considerem larectab® y=0 ilarecta a® y=m
Considererem els punts A(a,m), B(b,m), C(0,0)

Siga un punt M del segment AC que tindra coordenades Mga;h,hg.
em g

Determinem les coordenades del punt N(d,0) en funcié de a, b, m, h

D D
Els triangles MAB i MNC s6n semblants. Aleshores:

ho_m-n

-d b-a

Aleshores, d =2~ bh.
m- h

D D
La suma de les arees dels triangles MAB i MNC és:
s=1 dh+(b'a)§m' N oghem.

2
& h? 0 2 2
st =L " +(m- mlelp. g2 2mh+m?
2 m- h 5 2 -h
1 - 2h? + 4mh- m?
S'(hy=—=(b-3a) >
2 (h-m)

S'(h)=0, -h?+4mh-m? =0, h= ;E
. o) -
S,,@ 2'\/§m:> 0, a|eshores, h= KZ—;EE és un minim.
g a
2-2

>

Notem que el valor minim de h acompleix

3|z
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3.- En un cub d’aresta a es considera una diagonal D i una diagonal d d’'una de les

seues cares de tal forma que les rectes D i d es creuen. Determineu la distancia entre

diD.

Solucio:
Considerem els vertex del cub d’'aresta a en les seguients coordenades cartesianes:
A(0,00), B(a,a,a), C(0,a0), E(0,0,a).

Siga la diagonal D = AB i la diagonal d’'una cara d = CE , tal que D i d es creuen.
El vector director de la recta D és, AB = (a,a,a).

El vector director de la recta d és, CE = (0,-aa).

El planol que conté la recta D i és paral-lel a la recta d té per equacio: E
x-0 y-0 z-0

Pol 1 1 1|=0. A
o -1 1 A
P°2x+y-z=0. A
La distancia entre les rectes D i d és la distancia d’'un punt de la recta d al planol P .
O+a+0
4(C,P)= — | _al6

J22+12+(-1)2 6
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4.- Donada la parabola y? = 2x, la tangent en un punt P talla I'eix d’ordenades en A i
la normal en el punt P talla I'eix d’'ordenades en el punt B. Determineu el lloc geométric

D
gue descriu el baricentre del triangle PAB al variar P sobre la parabola.
Solucié:
Siga P un punt de la parabola, tindra coordenades P(a,+v/2a), a3 0.

Suposem P en el primer quadrant, P(a,~/2a) .
Determinem la recta tangent i normal a la parabola en el punt P:

. 1
Siga f(x) =/2x, f'(X)=—.
A2
La recta tangent en el punt P té equacio:

1
°oy-J2a=_—=_(x-a).
rT Y '\/E (X a)

ry ° y-«/2_:-«/5(x-a).

Calculem les coordenades de A i B:

V2a

Si x =0 en la recta tangent, aleshores, y :T' Per tant,

7

& 0
A vaay

2 5
Si x =0 en la recta normal, aleshores, y =(1+a)J2a . Per

tant, B(O, a+ a)«/ﬁ).

D
Siga G el baricentre del triangle PAB les seues coordenades

son:
\2a 2
ga+0+0 J2a + > +(1+a) 2a_
G : .
¢ 3 3 -
g -
e a

(5+2a) 2a0

6 4

Determinen I'equacio del lloc geomeétric:

ix -a ia=3x

]
| I 5 + 6X)+/6X -
| (5+2a)./2a 1y :w

[ 6

i 6
Elevant al quadrat la segona equacio:
36y2 = 6x(5 +6X)?.
No és una conica.

Per tant, Gé
3
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5.- Siguen les rectes:

rnex+y-2=0, r,°x+2y-3=0,r;°3x+y-4=0.

Determineu els vertexs A, B, C d'un triangle sabent que el radi de la circumferencia
circumscrita és 2 i que r, és mediatriu de AB, r, mediatriu de BC i r, mediatriu de

AC.
Problema Oposicions Andalusia 2002.

Solucié:

Siguen A(a,b), B(c,d), C(g,f).

La intersecci6 de les tres rectes és el circumcentre
o(11).

La circumferéncia circumscrita al triangle té equacio:
(x- a)? +(y- 1) =22

g+c b+do Bs

El punt mig Lc——,——=
p g g > 2 &

la recta r,, aleshores:

del segment AB pertany a

atb+c+d=4 1)
El punt mig Mg@ ; e’ﬂg del segment BC pertany a
e

la recta r,, aleshores:

c+2d+e+2f=6 2)

El punt mig I\ga;,b_;fg del segment AC pertany a la recta r,, aleshores:
& 2

3a+b+3e+f=8 3)

El vector AB =(c- a,d- b) és ortogonal al vector director de la recta r; (-11),
aleshores:

a-c+d-b=0 4)

El vector BC = (e- c,f- d) ésortogonal al vector director de larecta r, (-21),
aleshores:

-2e+2c+f-d=0 (5

El punt A pertany a la circumferéncia de centre O(11) i radi 2, aleshores:
(a-1)?>+(b-a) =4 (6)

Considerem el sistema format per les equacions (1), (2), (3), (4), (5), (6):

la=1 ia=1
ja+tb+c+d=4 Tp= b=
i i ip=-1 4b=3
jCt2d+e+ef=6 ic=3 ic=-1
f3a+b+3e+f=8 = -
J,[ IesZsqucionsdeIqualsc')n:!d‘1 J|[O|_l
ja-b-c+d=0 P11 7 -1
i2c-d-2e+f=0 €=y i g
| | |
f@a-)>+(o-n*=4 ig_-3 i;_13
1 5 1 5

Les solucions son els triangles de véertexs:

AG-1),B32), cEL 230§ a@a)B(-11), cBL 132
e5 5 g e5 5

a
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- - D
6.- Siga AD l'altura al costat BC del triangle ABC . Siga M i N els punts mig dels

costats AB i AC, respectivament. Siga E el segon punt d’intersecccié de les
D D
circumferéncies circumscrites als triangles BDM i CDN. Proveu que la recta DE passa

pel punt mig del segment MN .

Soluci6
D
Considerem els vertex del triangle ABC amb les segiients M/
coordenades cartesianes: B(0,0), A(b,c),C(a,0).

FI
Les coordenades del peu de I'altura AD son D(b,0). y . \
Les coordenades del punt mig M del segment AB i N punt 01

=] g
+
mig del segment son: Mgél 39 N2 b cg .
2'2g & 2 '2g
Les coordenades del punt mig P del segment MN s6n PE@ 42b (2;0
e I}
D
Determinem el centre O, de la circumferéncia circumscrita al triangle BDM:
La recta mediatriu del segment BD té equacié mg, © X :%
La recta mediatriu del segment BM té equacié mg,, © y - — = > b &- b9
4 c e 4g
La interseccio de les rectes my,, mg,, €s el centre de la circumferencia circumscrita al
D 2 _ 2 O
triangle BDM. Les seues coordenades son: Olgg,c 2 b I.
C o

Determinem el centre O, de la circumferéncia circumscrita al triangle CIZD)N:
atb
>
c_a-b 3a+ bo
4 < g 4 g
La interseccio de les rectes m.,, mq,, €s el centre de la cwcumferéncia circumscrita

5
- 0
al triangle CDN Les seues coordenades sén: O g%”b ¢’ - (a- b) T

La recta mediatriu del segment CD té equacié mp © X =

La recta mediatriu del segment CN té equacié mg, ° y -

4c &
Siga E el punt d'interseccio d’ambdues circumferencies (distint de D)
La recta que passa pels punts D, E és perpendicular al segment 0,0,

La recta que passa per D, E és la recta que passa per D i té per vector director

- a?+2abh0

0,0, é ,—— . Simplificant el vector director és v =(2c,-a +2b).
2 4c 5

L’equacio de la recta que passa pels punts D, E té equacio: r° y = - 2b ———(x-b)
‘é@ *2b ¢ 9 és de la recta r ja que satisfa la seua equacio:

29
-2c aa+2b )

C_ -
2 “a+2bé 4 7
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7.- Siguen A i B dos punts fixos situats sobre el semieix OY positiu. Determineu sobre
I'eix d’abscisses un punt P de manera que I'angle BAPB siga maxim.
Oposicions Canaries 1987.

Solucio 1:

Siga A(0,a), B(O,b), ab>0, 0O(0,0). A

Siga a =bPAPB . Siga b =bBPO . Siga g=bAPO .

a=c-b.

Siga P(c,0) .
B

tgg= 3, tgb = 9

c c
a b =
- Pl - =K =
tga =tg(g- b)=_99-190 _¢c ¢ =(<':; be
1+ tggxgb 1+§9 c’ +ab
cc
a= arctgaéa2 b)e &
eC +abg
: L, _ &a b)c ¢
Considerem la funcio, f(c) =arctg¢ Determinen el maxim de la funcié.
ec +abg
o) = 1 (a- b)(c2 +ab)- (a-b)c? _  (a- b)ab- c?)
ae(a b)co (02 +ab)2 (c2 + ab)2 +(a- b)’c?

éc? +abo
f'(c) =0, si c? =ab. Aleshores, ¢ =+yab .

f"(i@)< 0.Pertant, c =~/ab, c =-~/ab s6n maxims.
Els punts que cerquem son P(«/%,O), = («/%,O).

Soluci62: Amb I'ajut d’Oscar Gonzélez, professor de dibuix.

El punt P és el punt de tangencia de la circumferencia que passa pels punts A, B i és
tangent a l'eix OX.

Notem que qualsevol altre punt (exterior a la circumferencia) I'angle és menor.

El centre de la circumferéncia esta en la mediatriu al segment AB , aleshores és de la
a+bg

forma: Cg%,—g.

@

La distancia de C al punt A és igual a la distancia de C a l'eix
OX.

.2

d(C,A) = [c? +§M9 L dC,0x) =2* igualant:
e 2 g 2
c +8Eb ao a+b,elevantal quadrat i simplificant:

2 g

c? =ab, aleshores, ¢ =++ab . Els punts que cerquem son

P(/ab0), P (Jab0).
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D P
8.- En un triangle rectangle ABC, A =90°, de catet ¢ = AB constant, siga l'altre catet
b = AC variable. En la circumferencia circumscrita al triangle, siga S I'area del menor

dels dos segments circulars determinats pel catet AC .
Determineu lim i.

b®0 |3
Oposicions Andalusia 1996.

Solucio:
El centre O de la circumferéncia circumscrita d’un triangle rectangle és el punt mig de

Vb2 +c?

la hipotenusa. El radi és la meitat de la hipotenusa, R =

2
Siga a =bDABC. a = arcth.
c

L’angle BAOB = 2a, per ser angle central i a =bABC.
L’area del sector de centre O i arc AC és:
SSECIOI’ :RZa *

D
L’area del triangle ACO és la meitat de I'area del triangle

D

ABC, ja que O és el punt mig de la hipotenusa.

D
L’area del triangle ACO és:

bc

Saco :7
L’area del segment circular és:

b2 +c? bc _b? +c? b bc
S=S.cior - Saco = 2 a- T: 2 arctgz— e

c
(b? +c? )arctg2 - be 2barct arctgg ==

lim — = c = lim € =lim € = Iimbiz—

b®0 b3 4b3 %Hﬁpital b®0 12b2 b® 0 6b %H()pital b® 0 6 6c .
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9.- Demostreu que només existeix un triangle els costats del qual s6n nombres
naturals consecutius i tal que un angle és el doble d’altre.
Oposicions Lleé 2000.

Solucio:
Suposem que C =28, aleshores, ¢ >b
Vegem la relacié entre els costats del triangle que compleixen aquesta relacio:

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
b ¢ _ c
sinB  sin2B  2:sinB:cosB

Aleshores, cosB =2ib (1) B= 414 °

. . . D Cc=828"
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:

b? =a? +c? - 2ac xcosB 2
Substituint I'expressio (1) en I'expressio (2)

c
b2 =a?+c? - 2ac x—

b?-a2=c?- 2¢2, bz—azzczg_e[-ig
b e bg
Aleshores, c? = (b? - aZ)gEiQ_
eb-ag
c? =(a+b)b 3)

Els tres costats s6n nombres naturals consecutius, aleshores pot passar els segients
casos:

c>b>a, a=b-1,c=b+1

Substituint el I'expressio (3):

(b+1)? =(2b- Db

3+413

b?-3b-1=0, b=
2

gue no és solucié natural.

c>a>b, a=b+1,c=b+2
Substituint el I'expressio (3):
(b+2)? =(2b+1)b

b%2-3b-4=0,b= =4, aleshores, a=5, c=6

3++/25
2

Aquests tres valors compleixen les desigualtats triangulars, aleshores formen un
triangle6 < 4+5.

a>c>b, a=b+2,c=b+1

Substituint el I'expressio (3):

(b+1)? =(2b+2)b

b?-1=0, b=1, aleshores, a=3,c=2

Aquests tres valors no compleixen una desigualtat triangular, aleshores no formen un
triangle3=1+2.



Ricard Peir6 i Estruch

10.- Es considera una circumferencia de radi R centrada a 'origen. Des d’un punt P
situat a I'eix d’abscisses i exterior a la mateixa, es tracen les tangents a la
circumferéncia. Determineu les coordenades del punt P, tal que el triangle format pels
dos punts de tangéncia i I'origen de coordenades tinga area maxima.

Oposicions Lle6 2000.

Solucio:
Siguen T, T, els punts de tangéncia.

Siga d = OP.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPT, :

PT, =Vd? - R? .

Siga M el punt d'interseccio de I'eix d’abscisses i la recta que passa pels punts T, T, .

D D
Els triangle rectangles OPT, , OMT, son semblants i la ra6 de semblanga és:
oP d

—_—=—. ¥
oT, R n
: D D 1

Aleshores les arees dels triangle OPT, , OMT, son

.2

: : , ., &PT, 0  d? 1

proporcionals i la raé de semblanga és, &—7 = —-. b

oT,; R’ c

19

Rx/d? - R?
d? _ Sopr, _ 2

= = . T
R? SOMTl S OMT;

2 2 2 3 2 2
Aleshores, Sy, =R—R\/OI R R Ve - R :

d? 2 2d®
R®yd? - R?
Sor,n = 2o, :d—zl
3 / 2 2
Considerem la funcio, f(d) = Rdd—2R1 d>R.
Calculem el maxim d’aquesta funcio:
S d? + 2
f'(d) :i_
d®+y/d? - R?

f'(d)=0, sid=Rd2.

f'(d) <0, aleshores, d = Ry/2 és un maxim de la funcio.
Les coordenades del punt P que fan maxima d’area del triangle soén:

P(R«/E, O) o el punt P' ( R/2, O).



