Ricard Peir6 i Estruch

1.- Les rectes r, s, t sOn paral-leles, s esta entre les altres dues a una distancia p, q
respectivament.
Calculeu el costat d’'un triangle equilater els vertexs del qual estan sobre les 3 rectes.

Solucié:
Siga la recta f perpendicular a r que passa pel punt A. .
Siga la recta g perpendicular a r que passa pel punt C. N

Siga el rectangle ADEF que determinen les rectes r, f, t, g.
Siguen AB =AC =BC =a

Siguen AD=p+q AF=x DB=m
D D D
Els triangle AFC, ADB,BCE son rectangles.

Aplicant el teorema de Pitagores:
a’=p* +x°.
a’=(p+qg)*+m?.
a?=q* +(x - m)>.
.‘I. a.2 — p2 + X2
Considerem el sistema {a? = (p +q)? +m?.
fa? = ¢? +(x- my?

2p* +9°+pq
V3

Resolent el sistema queda a =

Construccio:

a) Siga O un punt qualsevol de la recta r

b) Dibuixem la recta m que forma un angle de -60° amb la recta t
¢) La recta m talla la recta t en el punt B.

d) Dibuixem la recta n que forma un angle de -120° amb la recta s
e) La recta n talla la recta s en el punt C

f) Dibuixem la circumferéncia que passa pels punts O, B, C

g) la circumferéncia talla la recta r en el punt A.

El triangle equilater que cerquem és el ABC.
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D
2.- Siga G el baricentre d'un triangle ABC . Siguen g,,9,.9. les distancies de G als
costats a, bi ¢ respectivament. Siga r el radi de la circumferéncia inscrita. Proveu que:

2r 2r 2r
a 3 3 3 =
) 9a 3% 3903
b) ga +gb+gc 3 3
' A
Solucio6 Carlos Alberto de Silva:
- D
Siga AM la mitjana del triangle ABC.
- D
Siga h, = AH altura del triangle ABC. .
Siga g, = GN.
. D D . 1
Els triangles GMN, AMH son semblants i la rad és 3 B M H C
Aleshores, h, =3xg, .
a+b+c axh
Sipc = = 4
ABC 2 2
ax3xg, =(a+b+cy)r
g, = lwgr . Analogament, gy = lw%, 9. = lwgr
3 a g 3e b g 3e C g
a)
Per la desigualtat trianglular, b+c > a.
Aleshores, g, =1m9r > 12—ar = Er .
3¢ a g 3 a 3
Analogament, g, > ﬂ 9. > ﬂ
3 3
b)
Si utilitzem les desigualtats de I'apartat a) no arribem a la solucié del problema:
g,+9, +g >£+£+£:2r aleshores 92 *9 * 9. 4 2
B ST 3 3 3 ’ ’ r '
re@+tb+c  a+b+c ,a+b+co
+9. +g. = — + + <.
92 78 "0 3% a b C g
g, +9, +0. :L§,+E+E+E+£+E+£9
3¢ a b ¢ a ¢ bg

Si x,y >0, tenim que, XY 2.
y X
Aleshores:

a *0p +0. ° é(3+2+2+2)3 3r.

ga +gb+gc 3 3
r

Per tant,
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3.- Siga un terreny de forma triangle pitagoric (rectangle i els costats sébn nombres
naturals) que el catet menor mesura 24 centimetres. Determineu la longitud dels altres
costats a fi que I'area siga maxima i minima.

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°,c =24.
Aplicant el teorema de Pitagores: C
a’ =b?+24?
a2 _ b2 - 26 >62
(a+b)(@- b)=2°x32
a+b divideix 242.

Comque b>24, a+b>24, a+b£ 242, A T
Les possibilitats son:
ja+b=48 ja=30

, v gue no compleix les hipotesis del problema, b > 24 .
1a-b=12 1b=18

ija+b=72 ia=40 . ] i
:,a , :,a , a<b+c, l'area del triangle és S ,5. :E:&:SM
ja-b=8 1h=32 2
ja+b =96 ja=51 . . .
%a : %a , a<b+c, 'area del triangle és S ;5. zbe 2445 =540
ja-b=6 tb=45
ja+tb=144 ja=74 . _ .
%a , %a , a<b+c, l'area del triangle és S 55 =b—C=M=84O
1a-b=4 1b=70

i _193.
ja+b=102 275 ' N o )
i v gue no compleix les hipotesis del problema a,b,cl N.
ta-b=3 i 191

b=—1N

1 2
ia+b =288 ia =145 . . .
:' : : , a<b+c, l'area del triangle és S ;5. = be 244145 =1740.
ja-b=2 b =143 2 2

I 277 .

a=——IN
ia+tbh=276 . S -
:,a , I 2 gue no compleix les hipotesis del problema a,b,cl N.
Ta'b=1 I _275--

Tb_TI N

El triangle de maxima area és el de costats, a =145cmb =143cm,c = 24cm il'area
maxima és 1740cm? .,

El triangle de minima area és el de costats, a = 40cmb =32cmc =24cm il'area
minima és 384cm?.
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4.- Calculeu I'area d’un quadrilater convex si coneguem l'area de tres dels quatre
triangles en qué queda dividit mitjancant les dues diagonals.

Solucio:
Siga el quadrilater ABCD. Siga O la interseccio de les seues diagonals.

D
Siga S, l'area del triangle ABO.

D
Siga S, l'area del triangle BCO. S

D
Siga S, l'area del triangle CDO. D 4

D
Calculem l'area S del triangle DAO.
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees

son proporcionals a les bases: =
S AO
== 1) A
S, CO
S A0
aa—— (2)
S; CO
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):
S-S
SS S2
Aleshores, S = 5155 :

2

Calculem l'area del quadrilater ABCD:

S. S
Spscp ©S1+S,+5;+S=5,+S, +5; + ——

2
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5.- Siga un quadrilater convex de vertexs ABCD la superficie del qual és S. Es

prolonga el costat AB pel punt B fins un punt M, tal que BM = %E Analogament, es
prolonga el costat BC pel punt C fins un punt N, tal que CM = %ﬁ: el costat CD és
prolonga des de D fins el punt P tal que DP = %E) i per ltim es prolonga el costat

DA des del punt A fins el punt Q, tal que AQ = Elﬁ . Calculeu l'area del quadrilater

MNPQ.
Oposicions Badajoz 2000.

Soluci6. L
Considerem la diagonal BD.

D
Siga S, l'area del triangle ABD.

D
Siga S, l'area del triangle BCD.
S=S,+S,.
Dos triangles que tenen la mateixa altura
les arees son proporcionals a les bases:

< 2>
Saos - AQ :%. Aleshores, S,qg = %Sl.

S, DA
< -
ZBQM _ ﬂ = 1 . Aleshores,
Sae AB 2
1 1

S ==S ==S..
BQM T 52AQB T 71

Analogament, S\, ==S,, Spwe :%SZ

N

Considerem la diagonal AC.

D
Siga S, l'area del triangle ACD.

D
Siga S, l'area del triangle ABC.
S=S,+S,.
Dos triangles que tenen la mateixa altura les
arees son proporcionals a les bases:

Aleshores, S ,p =%S3.
S —
SBQM:ﬂ:E’SAPQzlsa_
a8 AB 2 4
1 1
Seve ==S4, Seuww ==S
BMC 2 4 CMN 4 4

Calculem I'area del quadrilater MNPQ:

3 3 3 3
Swunpo = Sagep T Saom +Sewn tScne T Sppg = S+Zsl +ZS4 +ZSZ +ZS3 =

3 3 3 39§ 5
=S+Z(Sl+82)+z(83+S4):§L+Z+Z§S:§S'
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6.- Una circumferencia de radi r es mou rodant sobre I'eix d’abscisses, En cada posicio
de la circumferéncia es tra¢a la tangent no horitzontal a la circumferéncia que passa
pel 'origen O de coordenades, la qual talla en M a la vertical que passa pel centre C
de la circumferéncia. Pel punt M es traca la tangent a la circumferéncia (sim étrica de
I'anterior OM respecte de la vertical CM)mi que talla en A I'eix OX.

a) Determineu I'equacio del lloc geomeétric dels punts M.

b) Dibuixeu la seua grafica.

c) Demostreu que la recta AC, passa per un punt fix per a totes les posicions de la
circumferéncia.

Oposicions Asturies 2004.

Solucio:

Siga C(a,r) el centre de la circumferencia amb a variable.

L’equaci6 de la circumferéncia és:

(x-a)y? +(y-r?=r?

Determinem I'equacio de la recta tangent a la circumferéncia que passa per O(0,0).
Sera de laforma r °© y = mx . Determinem m:

Els sistema forma per la circumferéncia i la recta té solucio Unica.
I(x-a)?+(y-r)?=r’
{y =mx

Substituint la segona equacio en la primera:

(1+m?)x? +(-2a- 2mr)x +a? =0 aquesta equacié té solucio Unica, aleshores el
discriminant de la seua equacio és zero:
(-2a- 2mr)? - 4(1+m?)a? =0 Resolent 'equacié en m:

2ra , . , ., .
m =0, ——— . Com la recta no és la horitzontal, 'equacio de la recta tangent és:
a“-r
2ra
rey=——x. ™
a“-r
Les coordenades el punt M sén:

& 2ra® 0
M a,ﬁz.
a‘-r°g

Al varia a el punt M recorre la funcig,

2ra’® _ F
~.

f(a) =

a-r
Estudiem aquesta funcio:
El domini de la funcio és: 1
R~ { r,r} :
Es continua i derivable en, 1

R~{-rr} _ A .
(0,0) és el punt de tall.

La funci6 és simétrica respecte de
I'eix d’ordenades, f(-a) =f(a).
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3 3 2 2

f'(a) = '4#_ f"(a) =m_

(a2 _r2)2 (a2_r2)3
Estudiant el signe de la primera derivada:
La funci6 és estrictament creixent en |- ¥, 0[~ {- r}
La funci6 és estrictament decreixent en [0, + ¥[ ~ {r}
En a=0 lafuncio té un maxim relatiu estricte.
Estudiant el signe de la segona derivada:
La funcié és convexaen |- r,r|

La funcié és concavaen R ~ |- r,r]

La funci6 no té punt d’inflexio.

La funcié té una asimptota horitzontal en y = 2r.

La corba va per dalt de I'asimptota quan a s’aproxima a infinit i a menys infinit.

La funcio té dues asimptotes verticals:

a=-r, lim fl@=+¥, lim f(a)=-¥.
a®-r*

a®-r°
a=r, limf@=-¥, limf(a)=+¥.
a®r a®r?t

Les coordenades del punt A és el punt
simétric de O respecte de la recta CM.
A(2a,0).

L’equacio de la recta que passa pels punts
C(a,r) i A(2a,0) té equacio:

_______________________________

=

e R

s©° y:_—r(x- 2a) .
a

-r
SOy =—xXx+2r.
a

Tot el conjunt de rectes que és formen al
variar a passen pel punt fix F(0, 2r) que és

'ordenada a I'origen de totes les rectes s.

T B T e
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D
7.- Siga ABC un triangle qualsevol. Amb un punt D s’obté un quadrilater ABCD.
Construim les bisectrius dels angles DDAB i BDCB. On es troba el punt D a fi que les
bisectrius dels angles DDAB i BDCB siguen paral-leles?.

Solucio:

D
Siga ABC un triangle qualsevol. Suposem el problema resolt.

Siga D el punt tal que la bisectriu r de 'angle BDBAD i la bisectriu s de I'angle DBCD
son paral-leles.

Siga M el punt on la recta r talla el costat CD . Siga N el punt on la recta s talla el

costat AB

Siga a =bPMAB = %DBAD . Siga b =bBCN =%DBCD.

DCNB =a per serris rectes paral-leles.
BAMD =b per serris rectes paral-leles.

D
La suma dels angles del triangle BCN és 180°, aleshores,
DNBC =180°-(a +h).

D
La suma dels angles del triangle AMD és 180°, aleshores,
DADM =180°-(a +b).

Per tant, 'angle BADM = DABC.
Aleshores D és qualsevol punt de I'arc capag B construit sobre el costat AC i exterior

D
al triangle ABC.



Ricard Peir6 i Estruch

D
8.- Siguen h_, h,, h_, les tres altures del triangle ABC tals que h, =h, +h_.
La recta que passa pels peus de les bisectrius interiors dels angles B i C passa pel
baricentre del triangle.

Oposicions Eivissa 2002.

Solucio:
Siguen BD, CE bisectrius interiors del triangle.
a>h b >h c*h

S = a = b = . A
ABC 2 2 2

Si h, =h, +h_, aleshores,

l=E+1.Aleshores, a= be .

a b c a+b

Siga M el punt m|g del costat BC
Siga AB = bxu, AC=cx, {u v}
linealment independents.
AM=C5+27

2 2
Aplicant la propietat del baricentre:

AG=2avi=S0+07.
3 3 3

Siga x =BE, y = CD. Aplicant la propietat de la bisectriu:

- _ 2
X_c- X , X _-C-X . Aleshores, x = .
a b bc b b +2c

b+c

2

Analogament, y = .
g y c+2b

. b +
AE = (c- )u_l:+2Ccu

- _bc +b2 -
b-
D=(b- yl=—"v

— — —  ac+c’d adc+b’ o
ED=AD- AE = - V.
§b+2cg §c+2bﬂ

EG=AG- AE=EG+b§ ghc+c’ O @ c(@bte)d by
3 §b+20ﬂ 3(b+2c) g 3

Vegem gue ED, EG son linealment independents.

) bc +c?  bc+b?
b+2c _ c+2b _

-c(2b+c) b

3(b+2c) 3
Simplificant:
1 _ 1

. Aleshores, G pertany a la recta que passa pels punts E, D.

2b+c 2b+c
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9.- Determineu I'angle agut d’'un rombe, el costat del qual és mitjana proporcional de
les seues diagonals.
Shariguin 131.

Solucio 1:

Siga ABCD un rombe de costat c i diagonals D, d.

Siga a =bABC l'angle agut del rombe.

Siga O la intersecci6 de les diagonals.

Per hipotesi el costat del qual és mitjana proporcional de les seues

diagonals, aleshores, E =£, per tant, ¢ =Dd 1)
C

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAB :

szgg'g +€g_j9 (2)
e2g e2gp

Igualant les expressions (1) (2):
4Dd = D? +d2. Dividint 'expressio per D?:

.2
4E =1+ ?519 . Resolent I'equacié en E:
eDg D

E:Zt.\/g_ g
D D

= tg% =2+./3
Aleshores, % = arctg(z - J§) =15°, aleshores, a =30°.

% = arctg(z + J§) =759, aleshores, a =150° que no és la solucié ja

gue és obtus.

Solucio6 2:
Siga a =DABC l'angle agut del rombe.
Per hipotesi el costat del qual és mitjana proporcional de les seues diagonals,

aleshores, b =%, per tant, ¢? =Dd
C

D
El triangle ABC és isosceles, aleshores, DCAB = 90°- %.
d a
— =tg—
D g2
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
2 2
_L: © _  Elevantal quadrat, _dz -_° = Dd , simplificant:
sind  cpsd sin“a ¢pg2 2 ps2 2
2 2 2
d 12 -1 . g 12 -1 . Simplificant:
D sin“a cos? & 2 sin“a cos2 &
2
, 1 : 1
sin-———= sina = —. Aleshores, a =30°.
2 sin“a 2
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10.- En una circumferéncia de radi r s’escullen 3 punts de manera que la
circumferéncia queda dividida en tres arcs que estan en proporcio 3:4:5. Des d’aquests
punts son tracades les tangents a la circumferencia. Determineu 'area del triangle
format per les tres tangents.

Shariguin 136

Solucio:
Siga la circumferéncia de radi r i siguen A, B, C els punts de la circumferencia tals que
els arcs AB, BC, CA estan en proporcio 3:4:5

AB _BC _CA _360°

3 4 5 12
Aleshores, els arcs mesuren: AB =90°,BC =120°, CA =150°. C
Siguen L, M, N les interseccions (dos a dos) de les rectes tangents
a la circumferencia en els punts A, B, C.
Per ser angles exteriors:

DPNLM =30°, BLMN =90°, BMNL =60°. L
Siga |=MN,m =LN,n=LM.
L:E, N - /3. Aleshores, m=2l,n=K3.
m 2 |
D -
Per ser el triangle LMN rectangle, M=90°, r = AM :I+m_+n -m
r= +2+13 - 2= (1+43) , aillant I: =2
2 2 - 1+J§
D
La circumferéncia de radi r és inscrita al triangle LMN :
_l+m+n
S = Tr.

r2 = (2./3 +3)r2.

l+m+n._ (3+4B). _(3+43) 2
S = r= r=
2 2 2 -1+\/§



