15 problemes de teoria de nombres.
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1.- Estudieu si existeix un nombre natural n tal que 22 divideix an, 3% divideix an+1,
42 divideix a n+2.

Solucio:
Provarem que no existeix cap natural n que complesca la propietat per reduccio a
["absurd.

Suposem que 4|n, aleshoresexisteix k 1 N tal que 4k =n
Suposem que 9|(n+1), aleshoresexisteix I1 N tal que 91=n+1
Suposem que 16|(n+2), aleshoresexisteix m1 N tal que 16m=n+2

Aillant n de les 3 equacions tindriem:

19- 4k =1

{16m-9l=1

Sumant ambdues equacions.

16m-4k=2 b 8m-2k=1 b 8m=2k+l1

Laqual cosa és absurda, perqué aquesta equacié no tindria solucié en els nombres
naturals ja que 8n és un nombre parell i 2k+1 és un nombre imparell.

Per tant no existeix n1 N tal que 22 divideix an, 3% divideix an+1, 42 divideix a
n+2.
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2.-

a) Comproveu que 2° X9° = 2592

b) Estudieusi éspossible que 2° xa® = (25ab),, , per avalors digtints dels de I'apartat
anterior.

Solucié:

b)

Suposem que 2° xa° = (25ab),, on 0£a£9, 0£b£9
Aleshores:

2500 £ 32>a” £ 2599

Dividint lainequaci6 entre 32:

78<a”£81

Els Unics naturals a, b que verifiguen la inequacio son:

i) a=3 b=4

i) a=9 b=2

La primera solucio6 de lainequacié no és solucié del problema perqué 2534 no és
multiple de 4, per tant tampoc és mltiple de 32.

Lasegona, a descompondre 2592 = 2° X9,
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3.- Siguen ai b dos nombres naturals.
Calculeu & nombre de multiples de b que apareixen en la successio a,2a,3s,.....,ba

Soluci 6:

o
Suposem que mcd(a,b)=1. Demostrem que hi ha 1 multiple de b en la successio.

Suposem que existeix N1 N 1£ n <b tal que nasigamditiple de b.

. - ina P
Aleshoresexisteix ml N tal que | P alm b Exiselx kI N td

fmecd(a,b) =1
qguem=ka P na=kab P n=kb P n3 b,laqua cosaésabsurda.

2]

Suposem que mcd(a,b)=d. Demostrem que hi ha d multiples de b en la successio.
Per ser med(ab)=d tenimque a=md, b=nd i améamés mcd(mr,n) =1
S6n multiples de b:

na, 2na, 3na,........ , dna=ab. En total d multiples.

Demostrem que només hi ha aquests multiples.

Suposem que existeix x1 N ta que in <x <(i +D)n (*) per adguni=12,....d- 1

tal que xa sigamuitiple de b.

Aleshoresexisteix y1 N tal que xa =yb.

o i Xm=yn s s

Simplificant | P némitipledex b existeix rl N ta que
imed(m,n) =1

n=rx r31

Subsgtituint en (*) A A

ik <x<(@i+)rx onxl N P ir<1llaqual cosaésabsurdajaque i,rl N

Per tant unint els dos casos.
Si a, b s6n nombres naturals ens la successio a,2a,3a,.....,ba hi hatants mlltiples de b

com mcd(a,b).



4.- Determineu tots els parells de nombres naturals (a,b) tals que

mcd(a,b) =18, mcm (a,b) =540

Soluci6:

med(a, b) =18 = 2532

mem (a,b) =540 = 22 x3° %6
Els nombres a, b han de tenir factors comuns 2 i 3, i un del's dos nombres ha de tenir el
factor 5.

Les Uniques 4 possibilitats son:

i)
i)
i)

iv)

a=2x3*=18 b=5x°3® =540
a=2x3*=54 b=5x2%3* =180
a=2°x3=36 b=5xx3°=270
a=2°>x3*=108 b=5x2x3° =90
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5.- Determineu una terna de nombres enters (x,y,z) que complesca
mcd(198,288,512) =198x + 288y + 512z

Soluci6:

L'equacio té solucio.
mcd(198,288,512) = 2
2=198x + 288y +5122
Simplificant:

1=99x +144y +256z b 1=9(11x +16y) +256z b 11x+16y= 1- 256z

b

P 1- 256z ésmultiple de9.

Un enter que ho compleix és z =- 2
Per tant,
513

11x +16z :? =57, 11x+16y =57

Busquem una soluci6 de I'equacio 11x +16y = 57 (*) utilitzant I'algoritme d'Euclides:

1 2
16 | 11 5
5 1

116-11=5 1246- 241=2>6
111=2x6+1 {11=2>6+1
Una solucio particular de I'equacio (*) és x =3:57, y=-2:57

P 3:11- 2:16=1

Unaterna que compleix I'equacié mcd(198,288,512) =198x + 288y + 512z és:
(x=171y =-114,2=-2)
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6.- Demostreu que el nombrereal log, 3 ésirracional.

Demostracié per reducci6 a l'absurd:
Suposem que log, 3= < tal que p,qT N
q

Aleshores, 279 =3
Elevant ala poténciaq

2° =39 Aquestaigualtat és absurdajaque 2° ésun nombreparell i 3% ésun nombre
imparell (el producte de nombres imparells és imparell)
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7.- Demostreu que I'tltima xifra decimal de 27 +1 67 per atot nombre natural n
major o igual que 2.

Demostracio per induccié completa:

Aquesta proposicio és equivaent a demostrar que I'Gltima xifra decimal de 2?" &6 per
atot nombre natural n magjor o igua que 2.

o

Demostrem laiguatat per an=2
27 =16=10+6

e

Suposem la propietat certa per a n=k>2.
L'dltima xifradecimal de 2 és6 b 2% =ax0+6, onal N

3]
Demostrem la propietat per a n=k+1

k+1
2 2

= (27| = (10a+6)? (aplicant la hipdtesi dinduccid)
. 2
22 =22 | =(10a+6)? =100a? +1220a + 36 =
=100(a® +a) + (2a+3)10+6 =
=10(10a” +10a+ 2a+3) +6
Per tant, I'Gltima xifrade 22" és6.
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8.- Demostreu que l'equacid x> +y? = x%y? no té solucié en els nombres naturals.

Demostracié per reduccio a l'absurd:

Suposemquey=1 b 1+x*=x*> b 1=0, absurd pertant y>1
Andogament x >1

X2 +y2 :XZyZ p XZ = (XZ _ :DyZ (*)

Aleshores, per ser x? un quadrat perfecte b x? - 1 ésun quadrat perfecte.
Per tant,

existeix al N taque x*-1=a®*> b x*=a’+1

Substituint en I'equaci6 (*)

a®+1=a’y* b 1=a%*(y*-))

Aquesta darreraigualtat ésabsurdajaque y*-1>1 i as1
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9.- Sense efectuar la multiplicacio, calculeu laxifraaen e producte en base 10.
89878: 58965 = 5299256270

Solucio:

Siga A =5299a56270

89878 = 2:44939, 58965= 3:5:3931

El nombre A és divisible per 3, pero no és divisible per 9.

Aplicant € criteri de divisibilitat per 3:
A°5+2+9+9+a+5+6+2+7+0(mod3) ° 45+ a(mod3) °© a(mod3)
A ° 0(mod3)

Per tant els valors poden ser a=0, 3, 6, 9
Aplicant €l criteri de divisibilitat per 9.
A © 45+ a(mod9) °© a(mod9)

89878° 4(mod9)

58965 ° 6(modg) | o ot A ¢ 24(mod9) © 6(madS)

Aleshores la soluci6 és a=6.

10
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10.- Utilitzant la congruéncia 19 © 2(mod119) descomponeu en factors primers €
nombre 119.

Soluci6:

197 © 2%(mod119)

197 - 22° Q(mod119) b (19+2)(19- 2) © 0(mod119)
21:17 © 0(mod119)

Per tant, 21:17 és multiple de 119. Aleshores,

existeix al Z tal que 21:17=119:ta b a=3

Per tant 119=7:17

11



11.- Calculeu € residu de ladivisio del producte 2°°: 41%° entre 7.

Soluci6:

240 (27} (mad7) © 27(mod7) ° 2(mod7)i
*) *) y P 2%0° 4(mod7)

20 2(mdd7) b

41% ° (6x7 - 1)*° (mod7) (*0*)(- 1)®(mod7) © - 1(mad7)

Aleshores,
2% x41%° © - 4(mod7) © 3(mod7)
Per tant el residu deladivisié és 3.

Notes:
(*) Teorema de Fermat: Si p és un nombre primer a° © a(mod p)
(**) an-1° -1(mod n)

12
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12.- Determineu totes les solucions enteres de I'equaciO diofantica
101x +102y +103z =1

Solucio:
mcd(101,102,103)=1, per tant I'equci té solucio.

101x +102y =1- 103z (*)

Resolem I'equacio en les incognites x, y. Notem que mcd(101,102)=1, per tant I'equacio
té solucio.

Sgaz=a, al Z

Resolem I'equacio  101x +102y =1.
Unasoluci6 particular és x =-1, y=1
Les seuessolucionssén (x =-1+102b, y=1-101b) bl Z

Les solucions de I'equaci6 (*) son:

i Xx="-(1+103a) +102b
ty=(1-103)-101b on a,bi Z
1,'2 —a

13
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13.- Determineu les solucions enteres del sistema seglent:
ix+y+z=31
% X+2y+3z=41

Solucio:

Restant ambdues equacions:
ix+y+z=31
ly+2z=10

Resolem I'equacio y +2z =10 laqual té solucié ja que mecd(1,2)=1.
Una solucié particular és (y =10,z =0).
Per tant, la soluci6 de I'equacié és (y=10- 2a,z=a) al Z

Substituint en la primera equacio del sistema:
x+10- 2a+a =31 al Z

Per tant les solucions del sistema son:
ix=21+a

ty=10-2a onal Z

1,'2 =a

14
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14.- Determineu tots el nombres naturals m tals que 1066 °© 1776(mod m)

Soluci6:

1066° 1776(mod m) b
P 710 ésmultipledem

710=2:5:71

Les solucions per am son:

i)
i)
iii)
iv)
v)
Vi)
Vii)

m=2

m=5

m=10
m=71
m =142
m = 355
m =710

- 710° O(mod m) b

15
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15.- Demostreu que s n és un nombre natural aleshores 4" © 1+ 3n(mod9)

Demostracio per induccié completa:

(1]
Demostrem la propietat per an=1
4'°1+3x(mod9) b 4° 4(mod9)

(2]
Suposem certa la propietat per a n=k
4% © 1+ 3k(mod9)

(3]
Demostrem la propietat per a n=k+1
451 0 4% x4(mod9)
Aplicant la hipotesi d'induccié:
4410 4% x4(mod9) © (1+3k)4(mod9) © 4 +12k(mod9) ©
© 4+9k +3k(mod9) °© 4+ 3k(mod9) © 1+ 3(k +1)(mod9)
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