
Ricard Peiró i Estruch 

Problemes Nombres 10 
1.- Siga { }0NN* ∪= . 

Definim la funció NNN:f ** →×  de la forma següent: 
a) 1y)y,0(f += . 
b) )1,x(f)0,1x(f =+ . 
c) ))y,1x(f,x(f)1y,1x(f +=++ . 
Calculeu )n,2(f ,  )n,3(f . 
 
Solució: 

2)1,0(f)0,1(f
)a)b

== . 

 
Calculem )n,1(f . 

3121)0,1(f))0,1(f,0(f)1,1(f
)a)c

=+=+== . 

Siga 1n ≥  
1)1n,1(f))1n,1(f,0(f)n,1(f

)a)c
+−=−= . 

 
1)1n,1(f)n,1(f +−= . 
1)n,1(f)1n,1(f +=+ . 

Restant ambdues expressions: 
)1n,1(f)n,1(f2)1n,1(f −+⋅−+ , que és una successió recurrent. 

La seua equació característica és: 
01x2x2 =+− , les seues arrels són 1,1x = . 

Aleshores: 
nn 1nB1A)n,1(f ⋅⋅+⋅= . 

nBA)n,1(f ⋅+= . 
Si 0n = ,   A2 = . 
Si 1n = ,   BA3 += . 
Aleshores, 1B,2A == . 

Aleshores, n2)n,1(f +=     *Nn ∈∀                   (1) 
 
Calculem )n,2(f : 

312)1,1(f)0,2(f
)1()b

=+== . 

5232)0,2(f))0,2(f,1(f)1,2(f
)1()c

=+=+== . 

Siga 1n ≥  
2)1n,2(f))1n,2(f,1(f)n,2(f

)1()c
+−=−= . 

 
2)1n,2(f)n,2(f +−= . 
2)n,2(f)1n,2(f +=+ . 

Restant ambdues expressions: 
)1n,2(f)n,2(f2)1n,2(f −+⋅−+ , que és una successió recurrent. 

La seua equació característica és: 
01x2x2 =+− , les seues arrels són 1,1x = . 

Aleshores: 
nn 1nB1A)n,2(f ⋅⋅+⋅=  
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nBA)n,2(f ⋅+= . 
Si 0n = ,   A3 = . 
Si 1n = ,   BA5 += . 
Aleshores, 2B,3A == . 

Aleshores, n23)n,2(f +=     *Nn ∈∀                   (2) 
 
Calculem )n,3(f : 

523)1,2(f)0,3(f
)2()b

=+== . 

13523)0,3(f23))0,3(f,2(f)1,3(f
)2()c

=⋅+=⋅+== . 

Siga 1n ≥  
)1n,2(f23))1n,2(f,2(f)n,3(f

)2()c
−⋅+=−= . 

 
3)1n,2(f2)n,3(f +−⋅= . 
3)n,2(f2)1n,3(f +⋅=+ . 

Restant ambdues expressions: 
)1n,2(f2)n,2(f3)1n,3(f −⋅+⋅−+ , que és una successió recurrent. 

La seua equació característica és: 
02x3x 2 =+− , les seues arrels són 2,1x = . 

Aleshores: 
nn 2B1A)n,2(f ⋅+⋅= . 

n2BA)n,2(f ⋅+= . 
 
Si 0n = ,   BA5 += . 
Si 1n = ,   B2A13 += . 
Resolent el sistema, 8B,3A =−= . 

Aleshores, n283)n,3(f ⋅+−=     *Nn ∈∀               (3) 
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2.- Determineu tots els possibles valors per al màxim comú divisor de 1n2 + , 1n3 +  on 
n és un nombre natural. 
 
Solució: 
3 no és divisor de 1n3 + . 

( ) ( )1n3),1n(9mcd1n3,1nmcd 22 ++=++ . 
 
Suposem 3n >  
Apliquem l’algoritme d’Euclides als nombres naturals, 9n9 2 + , 1n3 +  
 1n3 −  

9n9 2 +  1n3 +  
10  
 

( ) ( ) )10,1n3(mcd1n3),1n(9mcd1n3,1nmcd 22 +=++=++  
Aleshores els possibles valors del  mcd són els divisors de 10: 
1, 2, 5, 10. 
 
Si 1n = : 

2)113,11(mcd 2 =+⋅+ . 
 
Si 2n = : 

1)123,12(mcd 2 =+⋅+ . 
 
Si 3n = : 

10)133,13(mcd 2 =+⋅+ . 
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3.- Siga 20nt 2
n += , per a 1n ≥  el terme general d’una successió. Demostreu que 

per a tot 1n ≥ , el màxim comú divisor de nt  i 1nt +  ha de ser divisor de 81. 
Crux Mathematicorum M301. 
 
Solució: 
Siga Zb,a ∈ , rbqa += , Zr,q ∈ . Aleshores, )r,b(mcd)b,a(mcd = . 
 

21n2nt 2
1n ++=+ . 

Apliquem l’algoritme d’Euclides per a calcular el màxim comú divisor (mcd): 
 1 

21n2nt 2
1n ++=+  20nt 2

n +=  
1n2 +   

 
)1n2,t(mcd)t,t(mcd nn1n +=+ . 

 
Estudiem dos casos. 
a) 
Suposem que n és parell k2n = , 20k4t 2

n += ,  1k41n2 +=+ . 
 k -4 

20k4t 2
n +=  1k41n2 +=+  20k +−  

20k +−  81  
 

)81,1k2(mcd)1n2,t(mcd)t,t(mcd nn1n +=+=+ . 
Aleshores, el màxim comú divisor de nt  i 1nt +  ha de ser divisor de 81. 
 
b) 
Suposem que n és imparell 1k2n += , 21k2k4t 2

n ++= ,  3k41n2 +=+ . 
 k -4 

21k2k4t 2
n ++=  3k41n2 +=+  21k +−  

21k +−  -81  
 

)81,1n2(mcd)1n2,t(mcd)t,t(mcd nn1n −+=+=+ . 
Aleshores, el màxim comú divisor de nt  i 1nt +  ha de ser divisor de 81. 
 



Ricard Peiró i Estruch 

4.- Siguen a, b, c tres nombres reals tal que les sumes cba ++ , cabcab ++  siguen 
nombres racionals. Demostreu que 444 cba ++  és un nombre racional si i només si 
abc és un nombre racional. 
Crux Mathematicorum M304. 
 
Solució: 
Siga Qcbap ∈++= ,  Qcabcabq ∈++= , Rabcr ∈=  

)cabcab(2cba)cba( 2222 +++++=++ . 

Aleshores, q2pcba 2222 −=++                                         (1) 
 
Aplicant les fórmules de Cardano-Vieta: 

Rc,b,a ∈  són solucions de l’equació: 0rqxpxx 23 =−+− . 

rqxpxx 23 +−= . 
Aleshores: 

=+−++−++−=++ rqcpcrqbpbrqapacba 222333  

 ( ) r3)cba(qcbap 222 ++++++= . 
Substituint l’expressió (1): 

( ) r3pqpr3qpq2ppcba 32333 +−=++−=++                    (2) 
 

rxqxpxx 234 +−= ,  c,b,a  són solucions d’aquesta equació. Aleshores: 

=+−++−++−=++ rcqcpcrbqbpbraqapacba 232323444  

( ) ( ) )cba(rcbaqcbap 222333 ++++++++=  
Substituint l’expressió (1) i (2): 

( ) pr4q2prp)q2p(qr3pqppcba 2423444 +−=+−++−=++     (3) 
 
Vegem la tesi del problema. 
Si Qabcr ∈=  de la identitat (3) tenim que 444 cba ++  és racional. 
 
Si 444 cba ++  és racional i 0p ≠ , de la identitat (3) tenim que Qabcr ∈= . 

Si 444 cba ++  és racional i 0p = , de la identitat (3) 2444 q2cba −=++ . 

Aleshores, 0q = ,  0cba 444 =++ . 

Rc,b,a ∈  són solucions de l’equació: 0rx3 =− . Aleshores, 0r = . 
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5.- Demostreu que 22225555 55552222 +  és múltiple de 7. 
Fase local Olimpíada Espanyola 2008. 
 
Solució: 
 
Teorema de Fermat: Si p és un nombre primer )pmòd(aap ≡  
 

331772222 +⋅=  
479375555 +⋅=  

 

( ) ( ) ( ) ( ) )7mòd(4433479373317755552222 3731747793331774793722225555 +≡+⋅++⋅=+ +⋅+⋅

Aplicant el teorema de Fermat: 
( ) ( ) )7mòd(443355552222 3317479322225555 +≡+  

 
2457317 +⋅= ,   21137793 +⋅= ,  )7mòd(48134 ≡= ,   )7mòd(1644 3 ≡=  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ≡⋅+⋅≡+≡+ )7mòd(144433)7mòd(443355552222 2745271133317479322225555  

164363 45113 ⋅+⋅≡  
 

1167113 +⋅= ,   36745 +⋅= ,   )7mòd(136 ≡ ,  )7mòd(216 ≡  
 

22225555 55552222 + 164363 45113 ⋅+⋅≡ ( ) ( ) ≡⋅⋅+⋅⋅≡ )7mòd(244133 376716  

)7mòd(21433 616 ⋅⋅+⋅≡  
 

22716 +⋅= ,  )7mòd(14 6 ≡  
 

22225555 55552222 + ( ) ≡+⋅≡⋅⋅+⋅≡ )7mòd(2333)7mòd(21433 272616  

)7mòd(0)7mòd(235 ≡+≡  
 
Aleshores, 22225555 55552222 +  és múltiple de 7. 
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6.- Siga n un enter positiu. Es defineix el n nombre triangular nT  com la suma 

2
)1n(n

n)1n(....21Tn
+=+−+++= . Determineu tots els parells de nombres triangulars 

tal que la diferència siga 2008. 
Cruz Mathematicorum M330 
 
Solució: 
Siga nk >  
Cerquem els parells, )k,n(  tal que 2008TT nk =− . 

2008
2

)1n(n
2

)1k(k =+−+ . 

4016nnkk 22 =−−+ . 
4016nk)nk)(nk( =−+−+ . 

2512)nk)(1nk( 4 ⋅=−++ . 
Les possibles solucions són les solucions naturals dels següents sistemes: 





=−
=++

16nk
2511nk

, la solució és: 




=
=

133k
117n

 





=−
=++

8nk
5021nk

, la solució és: 










=

=

2
509

k

2
493

n
 que és una solució racional. 





=−
=++

4nk
10041nk

, la solució és: 










=

=

2
1007

k

2
999

n
 que és una solució racional. 





=−
=++

2nk
20081nk

, la solució és: 










=

=

2
2009

k

2
2005

n
 que és una solució racional. 





=−
=++

1nk
40161nk

, la solució és: 




=
=

2008k
2007n

. 

 

Per tant, només té 2 solucions, 




=
=

133k
117n

,  




=
=

2008k
2007n

. 



Ricard Peiró i Estruch 

7.- Siga el nombre en base 10,  10(b9ab , determineu a i b a fi que 

10(10(10( a98b5904b9ab =− . 
Crux Mathematicorum M326 
 
Solució: 
 

9b,a0 ≤<  

10(10(10( a98b5904b89a =− . 

a10810910b5904b10910810a 2323 +⋅+⋅+⋅=−+⋅+⋅+⋅ . 
8905904980cb)ba(1000 −+=−+−  

5994)ba(999 =− . Simplificant: 
6ba =− . 

 
Per tant els parells de valors  (a,b) són: 
( ) )3,9(),2,8(,1,7 . 
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8.- Demostreu que per a qualsevol nombre enter positiu li restem la suma de 
cadascuna de les seues xifres elevades a una potència imparella qualsevol (no 
necessàriament la mateixa), s’obté un múltiple de 3. 
Crux Mathematicorum M328. 
 
Solució: 
 
Ho provarem per inducció. 
Suposem que el nombre a té una xifra. 
Siga 1k2 + , Nk ∈  un nombre imparell. 

)a1)(a1(a)a1(aaaP kkk21k2 −+=−=−= +  
 
Suposem que r3k = , aplicant el teorema de Fermat: 

( ) )3mòd(1)3mòd(1aa rr3k ≡≡= , aleshores, 

)3mòd(0)3mòd)(11)(11(a)a1)(a1(aP kk ≡−+≡−+= . 
 
Suposem que 1r3k += , aplicant el teorema de Fermat: 

( ) )3mód(a)3mód(a1aaa rr3k ≡≡= , aleshores, 

)3mòd(0)3mòd)(1a)(1a(a)a1)(a1(aP kk ≡−+≡−+= . (producte de 3 nombres naturals 
consecutius és múltiple de 3. 
 
Suposem que r3k = , aplicant el teorema de Fermat: 

( ) )3mòd(a)3mòd(a1aaa r2r3k ≡⋅≡= , aleshores, 

)3mòd(0)3mòd)(1a)(1a(a)a1)(a1(aP kk ≡−+≡−+= . (producte de 3 nombres naturals 
consecutius és múltiple de 3. 
 
Per tant P és múltiple de 3. 
 
Suposem que per a qualsevol nombre enter de n xifres s’acompleix la propietat: 

1n
1n

2
21o 10a....10a10aaa −

− ⋅++⋅+⋅+=  

aleshores, ( ) ( ) ( )( ) )3mòd(0a.........aaa 1k2
1n

1k2
1

1k2
o

1n1o ≡+++− +
−

++ −  
 
Vegem que s’acompleix la propietat per a qualsevol nombre natural de 1n +  xifres: 
Siga  n

n
1n

1n
2

21o 10a10a....10a10aaa ⋅+⋅++⋅+⋅+= −
− . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) =++++− ++
−

++ − 1k2
n

1k2
1n

1k2
1

1k2
o

n1n1o aa.........aaa  

−⋅+⋅++= −
−

n
n

1n
1no 10a10a...a ( ) ( ) ( ) ( )( ) =++++ ++

−
++ − 1k2

n
1k2

1n
1k2

1
1k2

o
n1n1o aa...aa  

−⋅++= −
−

1n
1no 10a...a ( ) ( ) ( )( ) ( ) ≡−++++ ++

−
++ − 1k2

n
n

n
1k2

1n
1k2

1
1k2

o
n1n1o a10aa...aa  

Aplicant la hipòtesi d’inducció: 
( ) ≡−+≡ + )3mòd(a10a0 1k2

n
n

n
n  

Notem que )3mòd(110n ≡  

( ) ≡−≡ + )3mòd(aa 1k2
nn

n  
Un nombre d’una xifra compleix la propietat aleshores: 

)3mòd(0≡ . 
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9.- Siga n un enter positiu. Es defineix l’n-èsim nombre triangular nT  com la suma 

2
)1n(n

n)1n(....21Tn
+=+−+++= . Determineu totes les parelles de nombres 

triangulars la diferència dels quals és 2008. 
Crux Mathematicorum M330 
 
Solució: 
 
Siga nk >  
Cerquem els parells, )k,n(  tal que 2008TT nk =− . 

2008
2

)1n(n
2

)1k(k =+−+ . 

4016nnkk 22 =−−+ . 
4016nk)nk)(nk( =−+−+ . 

2512)nk)(1nk( 4 ⋅=−++ . 
Les possibles solucions són les solucions naturals dels següents sistemes: 





=−
=++

16nk
2511nk

, la solució és: 




=
=

133k
117n

 





=−
=++

8nk
5021nk

, la solució és: 










=

=

2
509

k

2
493

n
 que és una solució racional. 





=−
=++

4nk
10041nk

, la solució és: 










=

=

2
1007

k

2
999

n
 que és una solució racional. 





=−
=++

2nk
20081nk

, la solució és: 










=

=

2
2009

k

2
2005

n
 que és una solució racional. 

 





=−
=++

1nk
40161nk

, la solució és: 




=
=

2008k
2007n

. 

 

Per tant, només té dues solucions, 




=
=

133k
117n

,  




=
=

2008k
2007n

. 
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10.- Determineu el menor nombre natural m tal que l’equació m2000y299x533 +=+  
tinga solució. Resoleu-la en aquest cas. 
Oposicions Aragó 2006. 
 
Solució: 
Una equació diofàntica cbyax =+  té solució si i només si  c|d  on )b,a(mcdd = . 
 

4113533 ⋅=  
2313299 ⋅=  

13)299,533(mcd = . 
L’equació té solució si m2000|13 +  
El menor m natural que ho compleix és 2m =  

15413m2000 ⋅=+ . 
 
Simplifiquem l’equació inicial quan 2m = : 

154y23x41 =+ . 
 
Pel algoritme d’Euclides determinem una solució de l’equació: 1y23x41 =+  
 1 1 3 1 1 
41 23 18 5 3 2 
18 5 3 2 1  

1812341 +⋅=  
511823 +⋅=  

33518 +⋅=  
2135 +⋅=  

 
231 −= . 

 

23164191 ⋅−⋅= , aleshores, una solució de 1y23x41 =+  és 




−=
=

16y
9x

. 

Per tant una solució de 154y23x41 =+  és:  




−=⋅−=
=⋅=

246415416y
13861549x

. 

Aleshores les solucions de l’equació 154y23x41 =+  són: 





−−=
+=

t412464y
t231386x

 on Zt ∈ . 

 


