Problemes Nombres 10
1.- Siga N" =NE {0}.
Definim la funcié f:N"" N" ® N de la forma seguent:
a) f(O,y)=y+1.
b) f(x +1,0) = f(x,1).
c) f(x+Ly+1) =f(x, f(x +1y)).
Calculeu f(2,n), f(3,n).

Solucié:
f(lO)b:)f(O,l):)z .

Calculem f(1,n).
f(ll):)f(o,f(J,O)) :)f(lo) +1=2+1=3.

Sigan31
f@n=f(0f(Ln- D)=f(Ln- H+1.

fn) =fL,n- 1) +1.

f(An+1) =f(4n)+1.

Restant ambdues expressions:

f(Ln+1)- 24(,n) +f(l,n- 1), que és una successio recurrent.
La seua equacio caracteristica és:

x2 - 2x+1=0, les seues arrels son x =11.
Aleshores:

f(n)=AX"+Bx1x".

fn)=A+Bx.

Sin=0, 2=A.

Sin=1, 3=A+B.

Aleshores, A=2, B=1.

Aleshores, f(Ln)=2+n "nl N’ (1)

Calculem f(2,n):
f(20)=f(1)=2+1=3.
(20)=f(LD) =

f2D=((L1(20)=f(20)+2=3+2=5.

Sigan31
f(2,n):)f(1f(2,n— 1))(T)f(2,n- N+2.

f(n)=f(2n-1+2.

f(2n+1) =f(2,n)+2.

Restant ambdues expressions:

f(2,n+1)- 2x(2,n)+f(2,n - 1), que és una successio recurrent.
La seua equacio caracteristica és:

x? - 2x+1=0, les seues arrels s6n x=11.

Aleshores:

f(2,n) =AX" +Bxn K"
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f(2,n) = A +Bxn.
Sin=0, 3=A.
Sin=1, 5=A+B.
Aleshores, A=3, B=2.

Aleshores, f(2n)=3+2n  "ni N’ (2)
Calculem f(3,n):
f(3,0)=f(2)=3+2=5.
( )b) ( )(2)
f3D=1(21(30) 5 3+24(30)=3+26 =13.
[

Sigan31
(3, n):)f(2,f(2,n - 1))(;3 +2x(2,n-1).

f(3,n)=2x(2n- 1) +3.
f(3,n+1)=2x(2,n)+3.
Restant ambdues expressions:

f(3,n+1)- 3x(2,n)+2x(2,n- 1), que és una successio recurrent.

La seua equacio caracteristica és:
x?-3x+2=0, les seues arrels s6n x=12.
Aleshores:

f(2,n) =AX" +Bx".

f(2,n) = A +B x".

Sin=0, 5=A+B.
Sin=1, 13=A+2B.
Resolent el sistema, A=-3, B=8.

Aleshores, f(3,n)=-3+8x2" "ni1 N’ (3)
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2.- Determineu tots els possibles valors per al maxim comu divisor de n? +1, 3n+1 on
n €s un nombre natural.

Solucié:
3 no és divisorde 3n+1.

mcd(n2 +1,3n +1) = mcd(9(n2 +1), 3n +1).

Suposem n >3
Apliguem I'algoritme d’Euclides als nombres naturals, 9n? +9, 3n+1

3n-1

9n2 +9 Sn+1

10

mcd(n2 +1,3n +1) = mcd(9(n2 +1),3n +1): mcd(3n +1,10)
Aleshores els possibles valors del mcd son els divisors de 10:
1, 2,5, 10.

Sin=1;
mcd1? +1, 3 +1) = 2.

Sin=2:
mcd2? +1, 32 +1) =1.

Sin=3:
mecd(3? +1 3>3+1)=10.
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3.-Siga t, =n? +20, pera n 3 1 el terme general d’'una successié. Demostreu que
peratot n3 1, el maxim comu divisor de t, it ,, ha de ser divisor de 81.
Crux Mathematicorum M301.

Solucio: A
Siga a,bl Z, a=bqg+r, qrl Z.Aleshores, mcda,b)=mcdb,r).

t,,, =n*+2n+21.

Apliguem l'algoritme d’Euclides per a calcular el maxim comu divisor (mcd):
1

t, =N?+2n+21 t, =n? +20

2n+1

med(t,,,,t,) =mcd(t,,2n+1).

Estudiem dos casos.

a)

Suposem que n és parell n =2k, t, =4k? +20, 2n+1=4k+1.
k -4

tn=4k2 +20 2n+1=4k+1 -k+20

-k+20 81

med(t,,,,t,) =med(t,, 2n +1) = mcd(2k +1, 81) .
Aleshores, el maxim comu divisor de t,, i t,,, ha de ser divisor de 81.

b)

Suposem que n és imparell n =2k +1, t, =4k® +2k +21, 2n+1=4k +3.
k -4

tn=4k2+2k+21 2n+1=4k+3 -k+21

-k+21 -81

med(t,,;,t,) =mecd(t,, 2n+1)=mcd(2n +1 - 81).
Aleshores, el maxim comu divisor de t, i t,,, ha de ser divisor de 81.
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4.- Siguen a, b, c tres nombres reals tal que les sumes a+b+c, ab +bc +ca siguen

nombres racionals. Demostreu que a* +b* +c¢* és un nombre racional si i només si
abc és un nombre racional.
Crux Mathematicorum M304.

Solucio:

Sigap=a+b+cl Q, g=ab+bc+cal Q,r=abcl R
(a+b+c)?> =a®+b? +c? +2(ab +bc +ca).

Aleshores, a® +b? +c? =p? - 2q (1)

Aplicant les férmules de Cardano-Vieta:

a,b,cT R son solucions de 'equacié: x* - px? +gx- r =0.

x3 =px2-gx+r.

Aleshores:

a®+b3+c® =pa’-qga+r+pb?-qgb+r+pc’-qc+r=
=p(a2 +b? +c2)+q(a+b+c)+3r.

Substituint I'expressio (1):

a® +b®+c? =plp? - 2q)+qp +3r =p° - pq+3r (2)

x* =px3 - gx? +rx, a,b,c son solucions d’aquesta equacio. Aleshores:
a® +b* +c* =pa®- ga® +ra+pb®- gb® +rb+pc® - qc® +rc =
:p(a3 +b? +c3)+q(a2 +b? +c2)+r(a+b+c)
Substituint I'expressio (1) i (2):
a +b* +c* =plp® - pq+3r)+o(p? - 20) +rp =p* - 292 +4pr  (3)

Vegem la tesi del problema.
Sir=abcl Q de laidentitat (3) tenim que a* +b* +c* és racional.

Si a* +b* +c* ésracionali pt 0, de laidentitat (3) tenim que r =abcT Q.
Si a* +b* +c* ésracional i p=0, de laidentitat (3) a* +b* +c* =-2¢g2.
Aleshores, =0, a*+b*+c* =0.

a,b,cT R s6n solucions de I'equacio: x° - r =0. Aleshores, r =0.
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5.- Demostreu que 22225 + 55552222 és miiltiple de 7.
Fase local Olimpiada Espanyola 2008.

Solucio:
Teorema de Fermat: Si p €s un nombre primer aP °© a(mod p)

2222 =7:317 +3
5555 =7:793 +4

22225555 + 55552222 = (75317 +3)7%* + (7793 +4) 7 o (373} 34 4 (437 | 43(mod7)
Aplicant el teorema de Fermat:

29225555 4 55552222 0 (3793 )34 + (4317 )43 (Mdd7)

317 =7:45+2, 793 =7:113+2, 3* =81° 4(mod7), 43 =64° I(mod7)

29995555 | EEB52222 0 (3793 }34 + (4317)43(m0d7) 0 (3113)7 32 w4 + (445 )7 42 xi(mod7) ©
° 31586 +4* 6

113=7:16+1, 45=7:6+3, 36° (mod7), 16 ° 2(mdd7)

222255 155557222 0 3113536 + 4% 46 © (3° ) 30+ (4°) x4 x@(mad7) °
0 316 3 + 4° xLX2(MOA7)

16 =7:2+2, 4°° 1(mod7)

222255 15555722 0 316 53 + 45 XX2(mod7) © (32) 32 X3 + 2(Mod7) ©
0 35 +2(mod7)° 0(Mod7)

Aleshores, 2222 %% + 55552222 és mdltiple de 7.
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6.- Siga n un enter positiu. Es defineix el n nombre triangular T, com la suma
nin+1)

T,=1+2+..+(n-)+n= . Determineu tots els parells de nombres triangulars

tal que la diferéencia siga 2008.
Cruz Mathematicorum M330

Solucio:

Siga k >n

Cerquem els parells, (n,k) talque T, - T,, =2008.

k(k+1) n(n+1)
2

k?+k-n?-n=4016.

(k+n)k-n)+k- n=4016.

(k+n+1)(k- n)=2% 51,

Les possibles solucions son les solucions naturals dels seglents sistemes:

=2008 .

ik+n+1=251 ., . 1n=117
i , la solucié és: |
ik-n=16 1k =133
1,493
ik +n+1=502 A . L
i , la solucio és: | gue és una solucio racional.
ik-n=8 i, _ 909
lk="o"T
1 2
Th= 999
ik +n+1=1004 R , L
i , la solucio és: | gue és una solucio racional.
tk-n=4 i) = 1007
) 2
1 - 2005
ik+n+1=2008 D ) o
i , la solucio és: | gue és una solucio racional.
tk-n=2 i) = 2009
T 2
ik+n+1=4016 ., . 1n=2007
i , la solucio és: .
tk-n=1 1k =2008

L . in=117 1in=2007
Per tant, només té 2 solucions, { i .
1k =133 {k =2008



7.- Siga el nombre en base 10, ab9b,,, determineu aib afi que
abgb(lo = 5904(10 = b98a(10 .
Crux Mathematicorum M326

Solucio:

O<ab£9

aB9by, - 5904, =h98ay, .

ax0® +8x102+9x10+b- 5904 =bx10® +9x102 +8x10 +a.
1000(a- b) +b- ¢ =980 +5904 - 890

999(a - b) =5994 . Simplificant:

a-b=6.

Per tant els parells de valors (a,b) son:
(71) (8,2),(9.3).
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8.- Demostreu que per a qualsevol nombre enter positiu li restem la suma de
cadascuna de les seues xifres elevades a una potencia imparella qualsevol (no
necessariament la mateixa), s'obté un mdltiple de 3.

Crux Mathematicorum M328.

Solucié:

Ho provarem per induccio.
Suposem que el nombre a té una xifra.
Siga 2k +1, kI N un nombre imparell.

P=a-a*" =a(l- a*)=a(l+a")(1- a*)

Suposem que k = 3r, aplicant el teorema de Fermat:
ak = (a3 )r ° 1"(mod3) °© 1(mod3), aleshores,
P=a(@l+a")(1- a¥)° a@@+1)(1- 1)(mod3) ° 0O(mod3).

Suposem que k = 3r +1, aplicant el teorema de Fermat:
a* = (a°) a° 1ra(m6d3) ° amods), aleshores,

P=a(l+a*)(1- a¥)° a(a+1)(a- 1)(mod3) ° 0O(mod3) . (producte de 3 nombres naturals
consecutius és multiple de 3.

Suposem que k = 3r, aplicant el teorema de Fermat:
ak = [a%) a? © 1 xa(mod3) © a(mods), aleshores,

P =a(l+a*)(1- a¥)° a(a+1)(a- 1)(mod3) ° 0O(mod3) . (producte de 3 nombres naturals
consecutius és multiple de 3.

Per tant P és multiple de 3.

Suposem que per a qualsevol nombre enter de n xifres s’acompleix la propietat:
a=a,+a,0+a, 0% +....+a,, XO"™*

aleshores, a- ((ao)%+l +(@, ) e, +(a,, 1)2k"-1+1)° 0(mod3)

Vegem que s'acompleix la propietat per a qualsevol nombre natural de n+1 xifres:
Siga a=a, +a,x0+a, 0% +....+a,, 0" +a, 0",

a- ((ao )ty (a2t rla, 2 (a, )an+l):

=a, +..+a, 0" 1 + a, X0" - ((ao )2k0+1 + (al)2k1+1 o+ (an_l)zkn_1+1 + (an )2kn+1) _
—a, +..+a,x0"- ((ao )2k0+1 + (a1)2k1+1 4 (an_l)Zk"'1+l)+an10n ) (a )an+l o
Aplicant la hipotesi d'induccié:

°0+a, 10" - (a, " (mod3) °

Notem que 10" © 1(mod3)

°a - (a, "™ (mod3)e°

Un nombre d’una xifra compleix la propietat aleshores:
° 0(mod3).

n
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9.- Siga n un enter positiu. Es defineix I'n-esim nombre triangular T, com la suma
nin+1)

T,=1+2+....+(nh-D+n= . Determineu totes les parelles de nombres

triangulars la diferéncia dels quals és 2008.
Crux Mathematicorum M330

Solucié:

Siga k>n

Cerquem els parells, (n,k) talque T, - T, =2008.

k(k+1) n(n+1)
2

k?+k-n?-n=4016.

(k+n)k-n)+k- n=4016.

(k+n+1)(k- n)=2% 51,

Les possibles solucions son les solucions naturals dels seglients sistemes:

=2008 .

ik+n+1=251 ., . 1n=117
i , la soluci6 és: i
1k-n=16 1k =133
I = 493
ik+n+1=502 N ) L
i , la solucio és: | gue és una solucio racional.
tk-n=8 i _ 509
Tk ="F
1 2
Th= 999
ik +n+1=1004 R , L
i , la soluci6 és: | gue és una solucio racional.
tk-n=4 i) = 1007
T 2
1 _ 2005
ik +n+1=2008 A S . L
i , la solucio és: | gue és una solucio racional.
tk-n=2 i) = 2009
t 2
ik+n+1=4016 ., . 1n=2007
i , la solucio és: .
tk-n=1 1k =2008

. s . in=117 1in=2007
Per tant, només té dues solucions, { i .
ik =133 " {k =2008
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10.- Determineu el menor nombre natural m tal que I'equacié 533x +299y = 2000 +m

tinga solucio. Resoleu-la en aquest cas.
Oposicions Arago 2006.

Solucio:
Una equacio diofantica ax +by =c té solucié siinomés si d|c on d =mcda,b).

533 =13:41

299 =13:23

mcd(533,299) =13.

L’equacio té solucié si 13| 2000 + m

El menor m natural que ho compleix és m =2
2000 +m =13:154 .

Simplifiguem I'equacio inicial quan m =2:
41x + 23y =154

Pel algoritme d’Euclides determinem una soluci6 de I'equaci6: 41x + 23y =1

1 1 3 1 1
41 23 18 5 3 2
18 5 3 2 1
41=23:1+18
23 =18:1+5
18 =5:3+3
5=3:1+2
1=3-2.

. , 1X=9

1=9:41- 16:23, aleshores, una soluci6 de 41x + 23y =1 és : 16
Ty =-
., ., 1Xx=9x54 =1386
Per tant una solucio de 41x + 23y =154 és: : .
Ty =-16 X154 = - 2464

Aleshores les solucions de I'equacio 41x + 23y =154 sén:
i x =1386 + 23t on ti

1 ntl Z.
Ty =-2464 - 41t



