Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Nombres 11

1.- tres enters a, b, ¢ estan en progressié geomeétricai a+b+c =7, determineu tots
els possibles valors de a, b, c.
Crux Mathematicorum M 33.

Solucio:

Siga r la ra6 de proporcionalitat, =r. Aleshores, r1 Q.

o |T
o|o

b=zar,c=ar?
a+b+c =7, aleshores, a+ar+ar? =7.
a(1+r+r2)=7

7 , -
r2+r+1- —=0. Resolem l'equacié enr:
a

-liJ-3+§
— aTQ

r=
2
Aleshores, 3- §=k2 ki Z.
a

Resolent I'equacio6 en a:
a= 28 Tz, ki z.
k? +3
Aleshores, k? + 3 divideix 28 ki Z.
k?+3=4,k?>+3=7, k?+3=28 ki Z.
Aleshores, k =+1, k=+2, k =+5,

Sik=%1, a=7, r:}ol. Les solucions son:
a=7,b=0,c=0. |
a=7,b=-7,c=7.
11
Sik=%2, a=4, r:}:?g.Lessolucionss()n:
2

a=4b=2.c=1.
a=4b=-6c=9.

. i2 . .
Sik=%5, a=1, r::' 3 Les solucions son:
’I‘-

a=1b=2c=4.

a=1b=-3c=9.
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2.- Sense utilitzar calculadora factoritzeu en factors primers 32° +3% - 12,
Crux Mathematicorum M354.

Solucio:

320 4319 .12 =319(3+1)- 34 =

- (319 } 3)22 -

=22:3(3% - 1)=

o) g o
=204 +1)g?) - 30 + 13 - 1)oef +30 vad=
= 22 X3 x28 X703 X26 X757 =

= 223 X% X7 X19 37 X X3 X757 =

= 25 X3 x7 X13 X19 x37 X757

Nota (*) x3 +1=(x+D(x%- x+1). x>-1=(x- D(x® +x+1).
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3.- Quants enters de la llista 1, 2008, 200872, ......,2008%°® s6n a la vegada quadrats

perfectes i cubs perfectes?.
Crux Meathematicorum M358

Solucio:
1=2008°, 2008, 20082, ......, 2008 20
2008 = 2° 2512, que no és un quadrat ni un cub perfecte.

A fi que un nombre de la llista siga quadrat perfecte I'exponent ha de ser multiple de 2.
A fi que un nombre de la llista siga cub perfecte I'exponent ha de ser mdltiple de 3.

Aleshores, per a que siga quadrat i cub perfecte ha de ser mdltiple de 6.

Els exponents son 0,1, 2, ...., 2009 .

El darrer multiple de 6 és 2004.

Considerem la successi6 de multiples de 6: 0, 6,12, ...., 2004 .

Siga n el total de termes:

a,=a,;+(n-1d,on d=6

2004 =0+ (n- 1)6 . Resolent I'equacio:

n=335.

Aleshores, hi ha 335 nombres de la llista que s6n quadrats i cubs perfectes a la
vegada.
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4.- Determineu tots els enters positius que satisfan 3* =x3® +3x? +2x+1.
Crux Mathematicorum M360.

Solucio;

Siga x| N.

3%-1=x3+3x%+2x.

Factoritzant el polinomi:

3¥-1=x(x+D(x+2).

Utilitzant congruéncies modul 3:

3%-1° - 1Ymod3).

X(X +1)(x +2) °© O(mod3).

Aleshores, I'equacio no té solucié en els enters positius.
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5.- Calculeu la suma:

19 13 67 4n® +16n+19
+ + +o+ o
105 315 3465 16n* +128n° +344n? +352n +105

Revista OIM. Problema 159.

Solucio:

Factoritzant el denominador:
16n* +128n° +344n? +352n+105 = (2n +1)(2n + 3)(2n + 5)(2n + 7)
4n? +16n+19 __a , b ¢ . d
16n* +128n° +344n? +352n+105 2n+1 2n+3 2n+5 2n+7
4n? +16n +19 = a(2n+3)(2n+5)82n+7) +b(2n +1)(2n +5)(2n + 7) +c(2n+ 1)(2n +3)(2n + 7) +d(2n +1)(2n + 3)(2n + 7)

4n? +16n+19 =8(a+b+c+d)n® + 4(15a+ 13b +11c + 9d)n? + 2(71a + 47b + 31c + 23d)n +
+105a + 35b + 21c +15d

Igualant coeficients:

]_8(a +b+c)=0

{4 =4(15a+13b +11c +9d

116 = 2(71a+ 47b +31c +23d)

19 =105a +35b + 21c +15d

Resolent el sistema:

%a:l, :-_]"C:E,d:-_lu_
19T T Ty
19, 4 4n” +16n+19 +.... =ié¥_ -1 1, -1
105 16n* +128n° +344n% +352n +105 s o+l n+3 45 n+7

Sumen les n+1 primers sumands de I'anterior suma:

4e5 7 9 11g
1l 1 1 1 o
437 9 11 13 7

lee 1 -1 1 -1 6
—¢ + + + :
4a2n+1 2n+3 2n+5 2n+7g

1 1 1 1 ¢

4e 5 2n+3 2n+7g

Aleshores:

lé 1 ., -1 1 -1 . 1aal+__ 1 9-—ai+—-o 0__1

4 2n+1 2n+3 2n+5 2n+7 n®¥4e 5 2n+3 2N+7g 4e 5 g 10
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6.- Siguen a, b, ¢, d enters tals que a+b+c+d=0.Proveu que a° +b®> +c® +d°® és
divisible per 30.
Mathematical Reflections J97.

Solucio:

Petit teorema de Fermat
Siga p un nombre primer, aleshores aP ° a(modp) "al Z.

Vegem que a® +b® +c® +d® és divisible per 2, 3, i 5, aleshores sera divisible pel
minim comu divisor de tots tres que és 30.

Aplicant el petit teorema de Fermat:

a® ° a%a’a(mod2)° aaa(mod2) © a’a(mod2)° aa(mod2) © a(mod2) .
Aleshores:
a® +b®>+c® +d° ° (a+b+c+d)(mod2) = 0(mod2).

Per tant, a® +b® +c® + d® és divisible per 2.

a® ° a*a?(mod3) ° aa®(mod3) ° a®(mod3) © a(mod3) .
Aleshores:
a® +b°®+c® +d°° (a+b+c+d)(mod3) = 0(mod3).

Per tant, a® +b® + c® + d° és divisible per 3.

a® ° a(mods).
Aleshores:
a® +b°+c® +d° ° (a+b+c+d)(mods) = 0(mods).

Per tant, a® +b® +c® + d° és divisible per 5.

Aleshores, a° +b® +¢> + d® és divisible per 30.
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7.- Els nombres a, b, c, d, e, f, g, sOn set enters positius consecutius tals que
a+b+c+d+e+f+g ésuncubperfectei b+c+d+e+f ésun quadrat perfecte.

Proveu que hi ha infinites solucions per al primer a. Ordenant-les de menor a major les
solucions quina és la segona?.
Concurs Puig Adam XXIV.

i(i-h;)clro(-:+d+e +f+g=a+a+l+a+2+a+3+a+4+a+S5+a+6=7a+21=7(a+3).
Com a+b+c+d+e +f+g ésun cub perfecte, aleshores:

7(a+3)=n®

Aleshores, a+3 =7%r3.

b+c+d+e+f=-a+l+a+2+a+3+a+4+a+5=5a+15=5(a+3)
Com b+c+d+e+f ésun quadrat perfecte, aleshores:
Aleshores, a+3 =5s2.

Les solucions del primer a soén:
a+3=72x5%xm%, on mil N.
a=72x°>m%-3,0on ml N.

El segon valor a és:
a=72>5°%x2°% - 3=392000 - 3=391997 .
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8.- Calculeu:
008 0086 52008 008 22008 0086
20080 ,@20080 920080 980080, 2004 0 2005£ 9
35 %45 %5 5 6 5 €20075

Mathematical Refletions J102

Solucio:

0. 2n 0o am+10
Utilitzant la propietat —+
Prop é Bty Br1p

008 0086 2008 008 22008 008
g - 20089 220089 220080 20089 @2 9 + 20058290089
E3 5% 435%5 5 %6 3 §200 “&20075
220076 220070 220076 2200760 80070, 3@00700 2820076 22007 60
:g i+g 5 .+g —+ g - 4% .+g =
2 583 5 3 584 5 4 585 5 5 5 6 5
0076 a2007 0076 a2007
...... _ 200480070, 2200700\ 0820070 2200700
égzoosrzj €200655" §§2006rzj €007,

a&20079 820070 a2007¢6 a2007 0 a2007¢0 a20070 a20070
= - =+ - =+...... + + 2005 T
2 5 % 3 g g 4 4 g 5 5 §2005 P g2006 4 %2007 4

0= (- 1) _a2007¢ 220079 220075 a2007¢ 320076 a20079 22007 %
i €0 ;81582583 ;7 Koosy oosy K007

Aleshores,

820076 80076 220076 220079 aR0076 a@007¢ a20076
x- Tt = T+ =+ == 2006 .
2 58 3 5 Eooss 80065 E 0 58 1 5 S007h

Per tant,
a@OO?Q a2007 0 a2007 0 20070 20070 2200706 a2007 o

za'%sz*éztz'ésa 2t 20050075

S= gzoos 5 §2006 g2007 2
a200
200

= 2006 + 2006 T=4012.
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9.- Siga A un enter positiu de sis xifres i B I'enter positiu format per les xifres de A en
ordre invers.

Demostreu que A-B és mdltiple de 9.

Crux Mathematicorum M363.

Solucio:
Nota 1.
X2ML 20+ = (g +y)(x2” F X2V Ly 4 X2 2y2 4yl yZn)

Siga A =abcdef,, =ax10° +bx10* +¢ x0° +dx10% +e X0 +f.
B =fedcba, =f*0° +ex10* +dx10° +¢ x10® +b X0 +a.

A-B=(a- fH(10° - 1) +(b- e)l0* - 10)+ (c - d)10° - 102).

A-B=(a- f)10° - 1)+(b- e)10(10? - 1)+ (c - d)102(10- 1).

Aplicant la nota 1:

A-B=(a- f)10- 1){10*10® +10% +10 +1)+(b - €)10(10 - {102 +10 +1)+ (c - d)L0? 9
A-B=9(a- ){L0*10° +10% +10 +1)+(b- €)10(10% +10 +1) +(c - d)10?)

Per tant, A-B és mdltiple de 9.
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10.- Proveu que l'equacié 3™ +3" + 1=t no té solucid en els enters positius.
Eureka 28

Solucio:

mnt3 1

3% és un nombre imparell aleshores, 3™ +3" +1 és imparell.
Aleshores, t? és imparell per tant, t és imparell.

Aleshores, t=2r +1

3M+3" +1=(2r +1?

3M +3" +1=4r? + 4r +1, simplificant:
3M+3" =4r(r+1).

r(r +1) és multiple de 2, per tant,

4r(r +1) és multiple de 8.

Aleshores, 3™ +3" és multiple de 8.
Aleshores, 3™ +3" © 0(mod8)

3%k 0 gk(mod8) = 1(mod8) .

32k 0 9k x3(mod8) = 1>3(mod8) © 3(mod(8) .
Aleshores:

3k 0 1(mod8) o bé 3% ° 3(mod8).

Aleshores,
3™ +3" ° 2(mod8), o bé 3™ +3" © 4(mdd8), o bé 3™ +3" © 6(mod8)
La qual cosa és un absurd.



