
Ricard Peiró i Estruch 

Problemes de Nombres 13 
 
1.- Els nombres a, b, c, d i e són cinc enters consecutius. Demostreu que la diferència 
entre la mitjana dels quadrats de c i e i la dels quadrats de a i c és igual a quatre 
vegades c. 
Crux Matematicorum M394 
 
Solució: 
 
Siga 2ce,1cd,c,1cb,2ca +=+=−=−= , cinc enters consecutius. 
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2.- Determineu tots els parells (x,y) d’enters tals que  
24 y1xx =+− . 

Crux Mathematicorum M397 
 
Solució: 

Si 0x =  aleshores 1,1y −= . Per tant 




=
=

1y
0x

, 




−=
=

1y
0x

 son solucions. 

Si 1x =  aleshores 1,1y −= . Per tant 




=
=

1y
1x
, 





−=
=

1y
1x

 son solucions. 

Si 1x −=  aleshores Z3y ∉= . 

1xx 4 +−  es imparell per a tot zx ∈ . Aleshores 0y =  no es solució. 
 

Si 1y =  aleshores 1,0x = , per tant 




=
=

1y
0x

, 




=
=

1y
1x
 són solucions. 

Si 1y −=  aleshores 1,0x = , per tant 




−=
=

1y
0x

, 




−=
=

1y
1x

 són solucions. 

 
1xyx 24 −=− . 

1x)yx)(yx( 22 −=−+ . 
 
Suposem que 1x > , 1y >  és solució. 

01x >− , 0yx2 >+ . 

yx2 +  divideix a 1x − , per tant, 1xyx2 −≤+ . 

0y1xx2 ≤++− , la qual cosa és falsa ja que y1xx)x(f 2 ++−=  és una paràbola 
còncava i el discriminant és negatiu 0)1y(41 <+−=∆ . 
 
Suposem 1x > , 1y −<  és solució. 

01x >− , 0yx2 >− . 

yx2 −  divideix a 1x − , per tant, 1xyx 2 −≤− . 

0y1xx2 ≤−+− , la qual cosa és falsa ja que y1xx)x(f 2 −+−=  és una paràbola 
còncava el discriminant és negatiu 0)1y(41 <−−=∆ . 
 
Suposem 1x −< , 1y >  és solució. 

01x <− , 0x1 >− , 0yx2 >+ . 

yx2 +  divideix a x1− , per tant, x1yx2 −≤+ . 

0y1xx2 ≤+−+ , la qual cosa és falsa ja que y1xx)x(f 2 +−+=  és una paràbola 
còncava el discriminant és negatiu 0)1y(41 <−−=∆ . 
 
Suposem 1x −< , 1y −<  és solució. 

01x <− , 0x1 >− , 0yx2 >− . 

yx2 −  divideix a x1− , per tant, x1yx 2 −≤− . 

0y1xx2 ≤−−+ , la qual cosa és falsa ja que y1xx)x(f 2 −−+=  és una paràbola 
còncava el discriminant és negatiu 0)1y(41 <−−−=∆ . 
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Per tant les solucions enteres de l’equació són: 





=
=

1y
0x

, 




−=
=

1y
0x

, 




=
=

1y
1x
, 





−=
=

1y
1x

.  
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3.- Determineu les ternes (a,b,c) d’enters positius tal que 
1abc
1ab3

+
−  siga un enter positiu. 

Crux Mathematicorum M399. 
 
Solució: 

01ab3 >− , 01abc >+ , N
1abc
1ab3 ∈

+
− , aleshores: 

1abc1ab3 +≥−  
2)c3(ab ≥− . 

Per tant, 0c3 >− , aleshores, 3c < , Nc ∈ . 
Aleshores 2,1c =  
 
Suposem que 1c =  

Nn
1ab
1ab3

1abc
1ab3 ∈=

+
−=

+
−  

Aleshores, nnab1ab3 +=− . 
1nab)n3( +=− . 

N
n3
1n

ab ∈
−
+= . Per tant, 3n < . 

Si 1n = , aleshores, 1
13
11

ab =
−
+= , per tant, 1ba == . 

La solució és 








=
=
=

1c
1b
1a

. 

Si 2n = , aleshores, 3
23
12

ab =
−
+= , per tant, 3b,1a ==  o bé 1b,3a ==  

Les solucions són 








=
=
=

1c
3b
1a

,  








=
=
=

1c
1b
3a

. 

 
Suposem que 2c =  

Nn
1ab2
1ab3

1abc
1ab3 ∈=

+
−=

+
−  

Aleshores, nnab21ab3 +=− . 
1nab)n23( +=− . 

N
n23
1n

ab ∈
−
+= . Per tant, 

2
3

n < . Aleshores 1n = .Aleshores: 

2
23
11

ab =
−
+= , per tant, 2b,1a ==  o bé 1b,2a ==  

Leas solucions són 








=
=
=

2c
2b
1a

, 








=
=
=

2c
1b
2a

. 

 
Per tant el problema té 5 solucions: 
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=
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4.- Demostreu que hi ha infinits enters positius imparells n per als quals el nombre 
n2n +  és un nombre compost (és a dir, no és primer) 

Pretorneo internacional de las Ciudades. OMA 2000. 
 
Solució 
Siga el conjunt 1k6n +=  per a  Nk ∈ , és un conjunt infinit de nombres imparells. 

31k62 1k6 >+++ . 
Vegem que aquest nombre és múltiple de 3. 
 

( ) )3mòd(1k6221k62
2k31k6 ++⋅≡+++  

aplicant el petit teorema de Fermat:  
Siga p un nombre primer i a un natural tal que p no divideix a a, aleshores: 

)pmòd(1a 1p ≡− . 

( ) )3mòd(12
2k3 ≡  

)3mòd(0k6 ≡  
Aleshores,  
 

( ) )3mòd(0112)3mòd(1k6221k62
2k31k6 ≡+⋅≡++⋅≡+++  

 
Aleshores,  

q31k62 1k6 ⋅=+++ , Nq∈ , 1q > . 
Per tant, és un nombre compost. 
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5.- Considerem la llista de naturals, ordenada en orde creixent, que poden ser 
expressats com la suma de 21 nombres enters consecutius (no necessàriament 
positius).  
Determineu el que ocupa la posició 21ena d’aquesta llista. 
Crux Mathematicorum M414. 
 
Solució: 
 
Siga Nn∈  un dels nombres números d’aquest conjunt: 
 

)20a(......)2a()1a(an +++++++= , Za ∈ . 
20.....321a21n +++++= . 

2
20)201(

a21n
++= . 

210a21n += . 
210a21n =− . 

 
Considerem l’equació diofàntica: 

1a21n =−  

Una solució de l’equació és 




=
=

0a
1n

. 

 
La solució de l’equació diofàntica 210a21n =−  és: 





+⋅=
+⋅=

t2100a
t212101n
,  Zt ∈ ,. 





=
+=

ta
t21210n
, Zt ∈ , Nn∈ . 

Com n és natural 0t21210 >+ . 
10t −> . 
9t −≥ . 

El primer s’assoleix quan 9t −= .  
El que ocupa el lloc 21 s’assoleix quan 11t = . 

441211121210n 2 ==⋅+= . 
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6.- Demostreu que ( ) 54310 2nn ++ +  és divisible per 9 per a tot enter no negatiu. 
Crux Mathematicorum M416 
 
Solució: 
 
Demostrem la proposició pel mètode d’inducció. 
Si 0n = . 

)9mòd(0)9mòd(5454310 20 ≡≡+⋅+ . 
 
Suposem que per a kn =  la proposició és certa: 

( ) )9mòd(054310 2kk ≡++ + . 

)9mòd(6510k ≡+ . 

Aleshores ( ) )9mòd(3)9mòd(643 2k ≡−≡+        (1) 
 
Vegem que la proposició s’acompleix per a 1kn += . 

( ) )9mòd(43451054310 3k1k21k1k +++++ ⋅⋅++≡++ . 

)9mòd(6510 1k ≡++ . 
Aplicant la hipòtesi d’inducció (1): 

( ) )9mòd(0)9mòd(34654310 21k1k ≡⋅+≡++ +++ . 

Aleshores ( ) 54310 2nn ++ +  és divisible per 9 per a tot enter no negatiu. 
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7.- Determineu tot els nombres naturals n que verifiquen la condició: 

335n
3
n2

2
n

+=



+



 , on [ ] xdeenterapartx = . 

Olimpíada Espanyola, 2010. Fase local. 
 
Solució: 
Tots els nombres naturals són de la forma 5k6,4k6,3k6,2k6,1k6,k6 +++++ . 
 

Si k6n = , [ ] k3k3
2
n

==



 , [ ] k4k4

3
n2

==



 . 

335k6k4k3 +=+ . 
Resolent l’equació; 335k = , aleshores, 2010k6n == . 
 

Si 1k6n += , k3
2
1

k3
2
n

=



 +=



 , k4

3
2

k4
3
n2

=



 +=



 . 

3351k6k4k3 ++=+ . 
Resolent l’equació; 336k = , aleshores, 20171k6n =+= . 
 

Si 2k6n += , [ ] 1k31k3
2
n

+=+=



 , 1k4

3
4

k4
3
n2

+=



 +=



 . 

3352k62k4k3 ++=++ . 
Resolent l’equació; 335k = , aleshores, 20122k6n =+= . 
 

Si 3k6n += , 1k3
2
3

k3
2
n

+=



 +=



 , [ ] 2k42k4

3
n2

+=+=



 . 

3353k63k4k3 ++=++ . 
Resolent l’equació; 335k = , aleshores, 20133k6n =+= . 
 

Si 4k6n += , [ ] 2k32k3
2
n

+=+=



 , 2k4

3
8

k4
3
n2

+=



 +=



 . 

3354k64k4k3 ++=++ . 
Resolent l’equació; 335k = , aleshores, 20144k6n =+= . 
 

Si 5k6n += , 2k3
2
5

k3
2
n

+=



 +=



 , 3k4

3
10

k4
3
n2

+=



 +=



 . 

3355k65k4k3 ++=++ . 
Resolent l’equació; 335k = , aleshores, 20155k6n =+= . 
 
Aleshores, les solucions són 2015,2014,2013,2012,2017,2010n = . 
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8.- La diferència entre les xifres de les desenes i les unitats d’un quadrat perfecte S és 
3. 
Determineu tots els residus de la divisió de S per 100. 
Crux Mathematicorum M423. 
 
Solució: 
 
S serà de la forma b10)3b(10aS 2 +++⋅= , on 0a ≥ , 6b0 ≤≤ . 
El residu de dividir S entre 10 és b10)3b( ++ . 
Les possibles unitats d’un quadrat perfecte són 0, 1, 4, 5, 6, 9 

2qS =  
Com 6b0 ≤≤ , las possibles unitats es redueixen a 0, 1, 4, 5, 6. 
 
Suposem que 0b = . 
Aleshores 010cq +⋅= . Per tant, 22 10cqS ⋅== , en aquest cas las desenes de S no 
són 3. Per tant no és solució. 
 
Suposem que 1b = . 

110410aS 2 +⋅+⋅=  
Aleshores, 110c10dq 2 +⋅+⋅=  o bé, 910c10dq 2 +⋅+⋅= ,  0d ≥ , 9c0 ≤≤ . 
 
Si 110c10dq 2 +⋅+⋅=  

110c210d210cd210dq 23422 +⋅+⋅+⋅+⋅= . 
Aleshores ( )10mòd4c2 ≡ . Aleshores, 7,2c = . 
 
Anàlogament, 910c10dq 2 +⋅+⋅= , 7,2c = . 
 
Suposem que 4b = . 

410710aS 2 +⋅+⋅=  
Aleshores, 210c10dq 2 +⋅+⋅=  o bé, 810c10dq 2 +⋅+⋅= ,  0d ≥ , 9c0 ≤≤ . 
 
Si 210c10dq 2 +⋅+⋅=  

410c410)cd2(10cd210dq 223422 +⋅+⋅++⋅+⋅= . 
Aleshores ( )10mòd7c2 ≡ . Aquesta equació no té solució. 
 
Si 810c10dq 2 +⋅+⋅=  

410)6c6(10)1cd2(10cd210dq 223422 +⋅++⋅+++⋅+⋅= . 
Aleshores ( )10mòd76c6 ≡+ . Aquesta equació no té solució. 
 
Suposem que 5b = . 

510810aS 2 +⋅+⋅=  
Aleshores, 510cq +⋅=  9c0 ≤≤ . 

510210)cc(q 222 +⋅+⋅+= . 
Aleshores ( )10mòd82 ≡ . Aquesta equació no té solució. 
 
Suposem que 6b = . 
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610910aS 2 +⋅+⋅=  
Aleshores, 410c10dq 2 +⋅+⋅=  o bé, 610c10dq 2 +⋅+⋅= ,  0d ≥ , 9c0 ≤≤ . 

Si 410c10dq 2 +⋅+⋅= . 

610)1c8(10)1cd8(10cd210dq 223422 +⋅++⋅+++⋅+⋅= . 
Aleshores ( )10mòd91c8 ≡+ . Aleshores, 6,1c = . 
 
Si 610c10dq 2 +⋅+⋅= . Aleshores, 8,3c = . 
 
Per tant els residus de dividir S entre 100 són: 
41, 96. 
 
Nota: els valors de q són: 

2110dq 2 +⋅=  

7110dq 2 +⋅=  

2910dq 2 +⋅=  

7910dq 2 +⋅=  

1410dq 2 +⋅=  

6410dq 2 +⋅=  

3610dq 2 +⋅=  

8610dq 2 +⋅=  
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9.- Si 1n2 + , 1n3 +  són quadrats perfectes per a un n natural, aleshores 3n5 +  no és 
un nombre primer. 
Kömal, març 2010, B4255. 
 
Solució: 
Si 1n2 + , 1n3 +  són quadrats perfectes 2r1n2 =+ , 2s1n3 =+ , Ns,r ∈ , 1s,r > . 
 
Els polinomis de primer grau amb coeficients racionals són un espai vectorial de 
dimensió 2 sobre el cos dels racionals. 
{ }1n3,1n2 ++  formen una base. 

( ) ( )1n3b1n2a3n5 +++=+ , Qb,a ∈ . 
)ba(n)b3a2(3n5 +++=+ . Dos polinomis són iguals si tenen els coeficient iguals: 





+=
+=
ba3

b3a25
, la solució del sistema és: 





−=
=

1b
4a

. 

( ) ( ) )sr2)(sr2(sr41n311n243n5 22 −+=−=+−+=+ ,   1sr2 ≥+ , 1sr2 ≥− . 
 
Per ser 3n5 +  un nombre compost 1sr2 ≠+ , 1sr2 ≠− . 
 

1s,r > , aleshores, 1sr2 >+ . 
Suposem que 1sr2 =− . 
Aleshores, 1r2s −= . 

2)1r2(1n3 −=+ . 

r4r4n3 2 −= .                                                        (1) 
Com 2r1n2 =+ , aleshores, 2r33n6 =+               (2) 
Substituint l’expressió (1) en l’expressió (2): 

22 r33)r4r4(2 =+− . 

03r8r5 2 =+− , les solucions de l’equació són 
5
3

,1r =  les dues solucions són 

absurdes. 
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10.- Siguen 4321 a,a,a,a  nombres consecutius d’una fila del triangle de Pascal. 

Proveu que 
21

1

aa
a
+

, 
32

2

aa
a
+

, 
43

3

aa
a
+

 formen una progressió aritmètica. 

Kömal, B4266. Abril 2010 
 
Solució: 
Siguen 4321 a,a,a,a  nombres consecutius d’una fila del triangle de Pascal: 









=

k
n

a1 ,  







+

=
1k

n
a2 , 








+

=
2k

n
a3 , 








+

=
3k

n
a4 . 

 

1n
1k

1k
1n

k
n

1k
n

k
n

k
n

aa
a

b
21

1
1 +

+
=









+
+








=









+

+















=
+

= . 

 

1n
2k

2k
1n
1k

n

2k
n

1k
n

1k
n

aa
a

b
32

2
2 +

+
=









+
+







+

=









+

+







+







+

=
+

= . 

 

1n
3k

3k
1n
2k

n

3k
n

2k
n

2k
n

aa
a

b
43

3
3 +

+
=









+
+







+

=









+

+







+







+

=
+

= . 

Aleshores, 321 b,b,b  formen una progressió aritmètica de diferència 
1n

1
+

. 

 
 
 
 


