Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Nombres 13

1.- Els nombres a, b, c, d i e sén cinc enters consecutius. Demostreu que la diferéncia
entre la mitjana dels quadrats de ci e i la dels quadrats de a i ¢ és igual a quatre
vegades c.

Crux Matematicorum M394

Solucio:

Sigaa=c-2,b=c-1c,d=c+1e=c+2,cinc enters consecutius.

c®+e® a’+c® _c’+(c+2)® (c-2°+c? _
2 2 2 2
2c® +4c+4 2c%-4c+4 _

2 2

=4c.
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2.- Determineu tots els parells (x,y) d’enters tals que
x*- x+1=y2,
Crux Mathematicorum M397

Solucio:
ix=0 ix=0

Si x =0 aleshores y =1- 1. Per tant { i son solucions
ty=1 jy=-1
ix=1 jx=1

Si x =1 aleshores y =1- 1. Per tant X i son solucions
Tty=L11y=-

Si x =-1 aleshores y =+/31 Z.
x* - x+1 esimparell per atot x| z. Aleshores y =0 no es solucio.

Si y =1 aleshores x =01, per tant

1]
= o

X ix=1 , .
. son solucions.
y ty=1

— — —

0

-1

1

Si y =-1 aleshores x=0,1, per tant sén solucions.

X
y=

—_———

i X
i
Ty
x4-y2=x-1.

(x* +y)(x* - y) =x- 1.

Suposem que x >1, y >1 és solucio.

x-1>0, x> +y>0.

x? +y divideix a x - 1, pertant, x> +y £ x - 1.

x? - x+1+y £0, la qual cosa és falsa ja que f(x) =x? - x+1+y €és una parabola
concava i el discriminant és negatiu D=1- 4y +1)<0.

Suposem x >1, y < -1 és solucio.

x-1>0, x>-y>0.

x? -y divideixa x - 1, pertant, x?- y £ x- 1.

x? - x+1-y£0, laqual cosa és falsa ja que f(x) =x? - x+1- y és una parabola
concava el discriminant és negatiu D=1- 4(y- 1) <0.

Suposem x< -1, y>1 és solucio.

X-1<0,1- x>0, x2+y>0.

x? +y divideix a 1- x, pertant, x> +y£1- x.

x2 +x-1+y £0, la qual cosa és falsa ja que f(x) =x? +x- 1+y és una parabola
concava el discriminant és negatiu D=1- 4(y- 1) <0.

Suposem x< -1, y<-1 és solucid.

Xx-1<0,1- x>0, x2-y>0.

x? -y divideix a 1- x, pertant, x> - y£1- X.

x? +x-1-y£0, laqual cosa és falsa ja que f(x) =x? +x- 1- y és una parabola
concava el discriminant és negatiu D=1- 4(-y- 1)<0.
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Per tant les solucions enteres de I'equacio son:
x=0 ix=1ix=1

i
| 1|, .
y=-11y=11y=-1



3.- Determineu les ternes (a,b,c) d’enters positius tal que 3a

Crux Mathematicorum M399.

Solucio:
3ab- 1-

3ab-1>0, abc +1>0,
abc +1

3ab- 13 abc+1

ab(3-c)® 2.

Per tant, 3- ¢ >0, aleshores, c <3, cl N.
Aleshores c =1, 2

Suposem que ¢ =1

3ab-1_ 3ab-1_ .
= =nl N

abc+1 ab+1

Aleshores, 3ab - 1=nab +n.

(8- nab=n+1.

n+1T N. Pertant, n<3.
3-n

ab =

Si n =1, aleshores, ab =% =1, pertant, a=b =1.

| N, aleshores:
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1 . ..
siga un enter positiu.
+1

ia=1
La solucio és .lb =1.
fe=1
Si n =2, aleshores, ab=%=3,pertant, a=lb=3 obé a=3,b=1
la=1 la=3
Les solucions sén :'b=3, :'b=1.
¥c=1 ¥c=1
Suposem que ¢ =2
3ab-1_3ab-1_ -
=nl N

abc +1 2ab +1
Aleshores, 3ab - 1=2nab +n.
(3- 2n)ab=n+1.

ab = n+1 1 N. Per tant, n<§. Aleshores n =1.Aleshores:
3-2n 2
ab:%:z,pertant, a=lb=2o0bé a=2b=1
la=1 la=2
Leas solucions sén :'b =2, :’b =1.
lc=2 lc=2

Per tant el problema té 5 solucions:

ila=1 la=1 ia=3 Jja=1 ia=2
ftb=1, {b=3, {b=1, {b=2, {b=1.
1|'c:1 'll'czl 'll'czl 'll'c:Z ¥c:2
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4.- Demostreu que hi ha infinits enters positius imparells n per als quals el nombre

2" +n és un nombre compost (é€s a dir, no és primer)
Pretorneo internacional de las Ciudades. OMA 2000.

Solucio
Siga el conjunt n=6k +1 pera ki N, és un conjunt infinit de nombres imparells.

26k 1+ 6k +1> 3.
Vegem que aquest nombre és multiple de 3.

251 1 6k +1° 2 2% )° + 6k +1(mod3)
aplicant el petit teorema de Fermat:
Siga p un nombre primer i a un natural tal que p no divideix a a, aleshores:

aPto 1modp).
(25 © (moda)
6k © 0(modd3)
Aleshores,

261 1 6k +1° 2 2% +6k +1(modd3) © 2>1+1° O(mdd3)

Aleshores,
251+ 6k +1=3xq, ql N, q>1.
Per tant, és un nombre compost.
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5.- Considerem la llista de naturals, ordenada en orde creixent, que poden ser
expressats com la suma de 21 nombres enters consecutius (no necessariament
positius).

Determineu el que ocupa la posicié 21ena d’aquesta llista.

Crux Mathematicorum M414.

Solucio:
Siga n1 N un dels nombres nimeros d’aquest conjunt:

n=a+(@+)+@+2)+....+(@a+20), al Z.
n=2la+1+2+3+..... +20.

n=21a ¢ A2 2020
n=21a+210.
n- 21a=210.
Considerem I'equacio diofantica:
n-2la=1

. , ., ., 1n=1
Una solucio de I'equacio6 és | 0

ja=

La solucié de I'equaci6 diofantica n- 21a =210 és:
in=1xR10+21t .

} iz,

1a=0x210 +t

jn =210 + 21t
|

ja=t

Com n és natural 210 +21t >0.

t>-10.

t3-9.

El primer s'assoleix quan t=-9.

El que ocupa el lloc 21 s’assoleix quan t=11.
n=210+21x11=21% =441.

,t1 Z,nl N.
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6.- Demostreu que 10" + 3(4”*2)+ 5 és divisible per 9 per a tot enter no negatiu.
Crux Mathematicorum M416

Solucio:
Demostrem la proposicié pel métode d’'induccié.

Sin=0.
10° +3 x42 +5° 54(mod9) © 0(mod9).

Suposem que per a n =k la proposici6 és certa:
10% +3(4%*2)+5 © O(Mod9) .

10% +5° 6(mod9).

Aleshores 3(4"*2)0 -6(mod9) © 3(mod9) (1)

Vegem que la proposicié s'acompleix pera n=k +1.

104+ +3(44*2 )+ 50 10K + 5 + 43 x4%*3 (MOdO) .

10t +5° 6(mod9).

Aplicant la hipotesi d’induccio (1):

1041 +3(4*2 )+ 50 6 +4x3Mod9) °© O(MOAY) .

Aleshores 10" + 3(4”*2)+ 5 és divisible per 9 per a tot enter no negatiu.
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7.- Determineu tot els nombres naturals n que verifiquen la condicio:
enu éz2nu

SIRELE

Olimpiada Espanyola, 2010. Fase local.

=n+335, on [x]= part entera de x .

Solucié:
Tots els nombres naturals séon de la forma 6k, 6k +1, 6k + 2, 6k + 3,6k + 4,6k +5.
enu éz2ny u_
g U

€34
3k +4k =6k +335.
Resolent I'equacio; k = 335, aleshores, n = 6k =2010.

Sin=6k, ay = [3k] =3k, = [4k] = 4k.

Sin=6k+1, e_nzz%k +1u:3k, Qz_nE:§4k+EE:4k
2 & 24 &3 & 3a

3k+4k =6k +1+335.
Resolent I'equaci6; k = 336, aleshores, n =6k +1=2017 .

=[ak+1] =3k +1, $0U=

u 4
&34

ény é
ey 4k + 0" 4k +1.
&2t &

3k+4k +2 =6k +2+335.

Resolent I'equacio; k = 335, aleshores, n =6k +2 =2012.

Sin=6k+2,

Sin=6k+3, &= gy
&2

&34
3k+4k +3 =6k +3+335.
Resolent I'equacio; k = 335, aleshores, n =6k +3 =2013.

§3k +1,

=[ak+2] =4k +2.

. énu énu_é 81U

Sin=6k+4, =—-=|3k+2|=3k+2, ~— =4dk+=-=4k +2.
&2H [ ] &34 & 3i

3k+4k+4=6k+4+335.

Resolent I'equacio; k = 335, aleshores, n =6k +4 =2014.

. énu
Sin=6k+5, SMU-_63y 4 OU_g 4o

&4 & H
3k+4k +5=6k +5+335.
Resolent 'equacio; k = 335, aleshores, n =6k +5 =2015.

éz2n é
~— = Ak +
&

u
&3t

Aleshores, les solucions sén n = 2010, 2017, 2012, 2013, 2014, 2015 .
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8.- La diferéncia entre les xifres de les desenes i les unitats d'un quadrat perfecte S és
3.

Determineu tots els residus de la divisié de S per 100.

Crux Mathematicorum M423.

Solucio:

S seradelaforma S=ax0? +(b+3)10+b,on a3 0, 0£b£6.
El residu de dividir S entre 10 és (b+3)10 +b.

Les possibles unitats d’'un quadrat perfecte s6n 0, 1, 4, 5, 6, 9
S=¢?

Com O £b £ 6, las possibles unitats es redueixen a0, 1, 4, 5, 6.

Suposem que b=0.

Aleshores q=c:10+0. Pertant, S=qg? =cx10?, en aquest cas las desenes de S no
son 3. Per tant no és solucio.

Suposem que b =1.
S=ax0%+4x10+1
Aleshores, q=dx102+cxX0+10bé, q=dx102+c®0+9, d3 0, 0£c£9.

Sig=dx10%+cx0+1
g% =d? x10* +2cdx10® +2d 0% + 2c X0 +1.
Aleshores 2c © 4(mod10). Aleshores, ¢ =2,7.

Analogament, q=dx10?+c30+9, c=27.

Suposem que b=4.
S=axl02+7x10+4
Aleshores, q=dx10?+c®0+2 obé, q=dx10>+cx0+8, d3 0, 0ECc£9.

Siq=dx10% +c {0 +2
g% =d*> X10* + 2cdx10® +(2d +¢c?) X0 +4c X0 + 4.
Aleshores 2c © 7(mod10). Aquesta equacio no té solucio.

Siq=dx0%+cx0+8
g% =d? X104 + 2cdx10® +(2d +c? +1) X102 + (6C +6) X10 + 4.
Aleshores 6¢ + 6 °© 7(modd10). Aquesta equacié no té solucio.

Suposem que b=5.

S=ax0%2+8x0+5
Aleshores, q=c:10+5 0£c £9.

g% =(c? +¢c)x0% +2x10+5.
Aleshores 2 © 8(mod10). Aquesta equacié no té solucio.

Suposem que b =6.
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S=ax0?+9x0+6

Aleshores, q=dx102+c 0 +4 obé, q=dx102+cx0+6, d3 0, 0£c£9.
Siq=dx10%2+c 0 +4.

g% =d?> X10* + 2cdx10% +(8d +c? +1)x10% +(8¢c +1)X10 + 6.

Aleshores 8c +1° 9(mod10). Aleshores, ¢ =16.

Si g=dx10% +c ®0 +6. Aleshores, c =3,8.

Per tant els residus de dividir S entre 100 son:
41, 96.

Nota: els valors de q son:
q=dx102+21
q=dx102+71
q=dx102 +29
q=dx102 +79
q=dx102? +14
q=dx102? + 64
q=dx102 +36
q=dx102 +86
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9.- Si 2n+1, 3n+1 son quadrats perfectes per a un n natural, aleshores 5n+3 no és
un nombre primer.
Komal, marg 2010, B4255.

Solucio:
Si 2n+1, 3n+1 s6n quadrats perfectes 2n+1=r2?, 3n+1=s2, r,sT N, r,s > 1.

Els polinomis de primer grau amb coeficients racionals sén un espai vectorial de
dimensio 2 sobre el cos dels racionals.

{on+1, 3n+1} formen una base.

5n+3=a(2n+1)+b(3n+1), abl Q.

5n+3 =(2a+3b)n+(a+b). Dos polinomis son iguals si tenen els coeficient iguals:
i5=2a+3b L , . la=4

i , la soluci6 del sistema és: | .

i3=a+b itb=-1

5n+3=4(2n+1)- 13n +1)= 42 - s2 = (2r+s)(2r-s), 2r+s31, 2r-s3 1,
Per ser 5n +3 un nombre compost 2r+s1 1, 2r- st 1.

r,s >1, aleshores, 2r+s>1.

Suposem que 2r - s=1.

Aleshores, s =2r- 1.

3n+1=(2r-1)>2.

3n=4r2 - 4r. 1)

Com 2n+1=r?, aleshores, 6n+3 = 3r? (2)

Substituint I'expressio (1) en I'expressio (2):

2(4r% - 4r)+3 =3r2.

5r2 - 8r+3 =0, les solucions de I'equaci6 son r =1, g les dues solucions sén

absurdes.
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10.- Siguen a,,a,,a;,a, hombres consecutius d'una fila del triangle de Pascal.

a a a
Proveu que r z . 3
a,+a, a,+a, a,+a,

Komal, B4266. Abril 2010

formen una progressié aritmeética.

Solucio:
Siguen a,,a,,a,,a, nombres consecutius d’una fila del triangle de Pascal:
280 a&n o @&n o &n o

al = Il az = :1 a3 = :1 a4 = :-

2 15 kK+2g +3g

a0 amo

a, @ ng; k+1

b, = = = =

a, +a, _aa§19+aen 6 am+1p n+1’
kg &1 Sk

&n 9 &n 9
b a  _ §<+15 :§k+15:k+2
T a,+a;, en o,@n ¢ a+lo n+l’
+15 B2 S op

&n o en o0
__a _ &e2p _&+25 k43
*a,ta, an 6,@n 6 an+ly n+l’
k+2§ gk+33 gk+3;

Aleshores, b,,b,,b, formen una progressio aritmética de diferéncia il
n-+



