Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Nombres 14

J
1.- Demostreu que g \/1+i2+ 1 = n(n+2)
AT T k+)? n+l

Crux Mathematicorum M435.

Solucio:
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2.- Resoleu 'equacié x +y = x? - xy +y? en els nombres enters.

Komal C1042.

Solucio:
x%- (y+Dx+y?- y=0.Resolent 'equaci6 en la incognita x:

L YH1Ey(y D - A7 - y) |y +1xy-3yP +6y+1

2 2
El discriminant de I'equacio ha de ser positiu o zero:

- 3y?+6y+130.

Siga - 3y? + 6y +1=0. Resolent I'equacio:
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Resolent la inequaci6 - 3y? + 6y +13 0:
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Les uniques solucions enteres en l'interval sén y =0,1,2.
Si y=0, x* - x=0. Resolent 'equacié: x=0,1.
Siy=1, x* - 2x=0. Resolent 'equacio: x =0,2.
Siy=2, x?- 3x+2=0.Resolent 'equacié: x=12.

Les solucions enteres de I'equacié son:

ix=0 ix=1 jx=0 jx=2 jx=1 jx=2
| » | » | v | s | y | .
ty=0 ty=0 jy=1 jy=1 jy=2 jy=2
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3.- Demostreu que (2n- 1) +(2n +1)>"* és divisible per 4.
Kdmal C1053. Novembre 2010.

Solucio:
Suposem que n és parell n =2k
(2n- D> +(2n +1)>" ! =(4k - D™+ (4k + 1)*1 © -1+ A(M0Od4) = 0(Mod4).

Suposem que n és imparell n =2k +1.
(2n- D> +(2n + D> = (4k +D** + (4(k +1)- D™ © 1+ (- 1)(m0Od4) = 0(moOd4).

Aleshores, per qualsevol n tenim que (2n- 1) +(2n +1)>"* és divisible per 4.



Ricard Peir6 i Estruch

4.- Siga n un enter positiu.
a) Si I'enter positiu d és un divisor de cadascun dels enters n® +n +1,
2n® +3n? +3n- 1, demostreu que d és també divisor de n? +n - 1.
., 24n+ . .
b) Demostreu que la fraccié —; N 2n ! és irreductible.
2n” +3n“ +3n-1
Crux Mathematicorum M455.

Solucio:
Si un enter positiu d divideix els enters a, b aleshores d divideix aa+bb on a,b sén
enters.

a)
d divideix n> +n+1, 2n® +3n® +3n- 1.
Aleshores d divideix (2n® +3n2 +3n- 1)- 2n(n? +n+1)=n? +n- 1.

b)

Notem que n? +n+1.

Sin=2k, n2+n+1=2(2k2 +k)+1.

Sin=2k+1, n>+n+1=4k? +4k +1+2k +1+1=2(2k2 + 3k +1)+1.

Pel apartat a) si d divideix n? +n +1, 2n® +3n? +3n- 1 aleshores:
d divideix n?+n+1, n2+n- 1.
Aleshores d divideix (12 +n +1)- (12 +n-1)=2.
Aleshores d =1, 2.
d divideix n? +n+1 iamés amésn?+n+1 ésimparell, aleshores d =1.
Pertant, n? +n+1, 2n® +3n? +3n- 1 sén primers entre ells perqué I'inic divisor és
d=1.
n? +n+1

Aleshores, 3 > és irreductible.
2n° +3n“+3n-1
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5.- Un nombre en base n s’escriu 2011, i en base n+3 s’escriu 537 .5 . Determineu

el nombre en base 10.
Komal C1070.

Solucio:
Si escrivim el nombre en forma potencial.
N=2011, =1+n+2n°.

N =537.5 =7+ 3n+5n°.

Si igualem les expressions:

1+n+2n® =7+3n+5n?.

2n®-5n2-32n-60=0.

Utilitzant la regla de Ruffini, I'inica soluci6 entera és:
n=6.

El nombre en base 10 és:

N=1+6+2>6° =439 .
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6.- Si a un nombre de 3 xifres li esborrem la xifra central resulta la setena part del
nombre inicial.

De quin nombre es tracta?.

Komal K289.

Solucio:

Siga el nombre abc, =100a+10b+c, a=12..,9, bc=012..,9
Si li esborrem la xifra central queda el nombre ac j,=10a+c.
Aleshores, 7(10a +c¢) =100a +10b +c .

Simplificant:

30a+10b- 6¢c =0.

15a+5b- 3c=0.

15a +5b =3c < 27.

Aleshores, a =1.

3c-5b=15.

L’Gnica solucié de I'equacio és
ic=
El nombre que cerquem és 105.
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7.- Determineu tots els enters tal que n- 50 i n+50 simultaniament sén quadrats

perfectes.
Olimpiada 2011 fase local Valladolid.

Solucié:

Suposem n- 50=p?in+50=q?, p,ql NE{0}, q>p.
Restant les dues igualtats:

g% - p2 =100.

(@+p)a- p)=2%6%, pal NE{0}.

Aleshores,

19-p =2 1a= 26 " Aleshores, n =626
fq+p=50 jp=24

14a- p=10 }qzlo, Aleshores, n=50.
1q+p=10 {p=0

ig-p=1 iq-p=4

i v , o tenen solucio entera.
19+p =100 jg+p=25
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8.- Siga un nombre natural A i siga B el mateix nombre canviant d’ordre les xifres d’A.

Proveu que A+B o0 A- B és multiple d'11.
KoMalL, B4353

Solucio:

10 © - I(mod11).
10710 - Y(modll).
10% © 1(modLl).

1021 +1° O(mod11) (1)
102 - 1° 0(modlL1) 2)

a) Suposem gue el nombre de xifres d’A és parell:
A=a,, ;10" +a, ,10™"? +...... +a,10+a,.
B=a,10*"!+a,10%™ 2 +........ +a,, ,10+a,, ;.

A+B = (a, +a,, ,)[102 1 +1)+(a, +a,, , LOLOZ™ DL +1)+... +(a, +a,,,J10"(10 +1).

Aplicant el resultat (1) tots els sumands sén multiples d'11.
Aleshores, A +B és multiple d'11.

b) Suposem que el nombre de xifres d’A és imparell.
A=a, 10*" +a, 10"+ .. +a,10+a,.

B=a,10%" +a,10*" !  +........ +a,,,10 +a,,.

A-B=(-a, +a, 102 - 1)+ (- a, +a,, )10{02™D - 1)+... +(- a, , +a,, O™ (107 - I +0

Aplicant el resultat (2) tots els sumands s6n multiples d’11.
Aleshores, A- B és multiple d'11.
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9.- Quin és el nombre de tres xifres que és igual a dotze vegades la suma de les seues
xifres.
KéMaL C1075.

Solucio:
Siga N=abc,, =100a+10b+c, 1£a£9,0£bCc£9.

Per hipotesi, 100a+10b+c =12(a+b+c).

88a-2b-11c=0.

11c = 2(44a - b).

Aleshores, ¢ és un nombre parell.

11c = 2(44a- b) 3 2(44:1- 9) =70.

Aleshores, c 3 7.

Pertant, c =8.

88a- 2b- 11:8 =0, simplificant,

b=44(a- 1).

Comque, 0OEb£9, a- 1=0, aleshores, a=1ipertant, b=0.

El nombre que cerquem és 108.



Quants naturals n, n3 0 compleixen que

Olimpiada Belgica.

Solucio:
Efectuant la divisio:
n? +2011 2012
—————=n-1+ .
n+1 n+1
n? +2011- 2012 -

Afique I N, | N.
n+1 n+1

Es a dir, n+1 ha de ser divisor de 2012.
2012 =22 x503.

n? +2011

n+1

El nombre de divisors de 2012 és (2+1)(1+1)=6.

és natural.
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