Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Nombres 15

1.- Siga la funci6 f(x) que compleix:

f()) =a, per atots el naturalsn, n3 2, f(1) +f(2) +........ +f(n) = n2f(n).
Calculeu f(n).

Proves Cangur 2011. Nivell 4, problema 29.

Solucio:

fD) =%f(1) .

£(1) + £(2) = 221(2) , aleshores, (2) = %f(l) .

£(1) +1(2) +(3) = 3°K(3) , aleshores, f(3) = %f(l) .

F(1) +1(2) +(3) + 1(4) = 421(4), aleshores, f(4) = %f(l).

F(1) +1(2) +£(3) + f(4) +1(5) = 521(5), aleshores, f(5) = %f(l) .

f(1) +(2) +1(3) + f(4) +(5) +(6) = 621(6) , aleshores, (6) = %f(l) .

La successio dels denominadors és:
1 3,6,10,15,21......

. nN(n+1
El seu terme general és (n+1) :

2
n(n+1)
Per als primers termes n =12,3,4,5,6 es compleix.

Provem per induccié completa que f(n) =

f(1).

Suposem que per a n =k s’acompleix f(k) =

k(k +1) f@).

Provem que la propietat s’acompleix pera n=k +1:
f()+f(2) +........ +f(K)+fk +1) = k+D2f(k+1).
k2f(k)+ f(k +1) = (k +1)?f(k +1)
Aplicant la hipotesi d’induccio:

2k?
k(k +1)

2K )+ f(k+1) = (k +D)2f(k +1).
k+1

f(1) +f(k +1) = (k + 1)° f(k +1).

oK .. ,
210 = ()2 - k).

2k
—f)=((k+1+Dk)f(k+1).
7T =((k+ 1+ k) f(k +
flk+1) = D ((§+ D+ 1) f(1) . Aleshores la propietat s'acompleix.
2 2a

Per tant, f(n) =

n(n+1) iCh nn+1)
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2.- Determineu tots els nombres naturals n tal que 2" - 1 i 2"*? - 1 siguen primers i

que 2™ - 1 no siga divisible per 7.
KdMal, B4365. Maig 2011.

Solucio:
Aplicanrem la consequéncia del teorema de Fermat.
Teorema de Fermat.

Siga p un nombre primer, aleshores aP © a(modp) "al N.
Consequeéncia:

Siga p un nombre primer i a un natural tal que p no divideix a a, aleshores:
aPto 1modp).

Siga n = 6k.

27 - 1=2% - 1= (2% f - 10 1- 1mod3) = 0(Mod3).
Aleshores 2" - 1 és mdltiple de 3, per tant no és primer.
Siga n =6k +1.

2n2 - 1= 202 1= (%28 - 10 158 - (mMad7) © O(MAAT).
Aleshores, 2"*? - 1 és muiltiple de 7, per tant no és primer.
Sigan=6k+2.

2" - 1= 202 1= (2%4f . 10 1. 1(mod3) = O(Mod3).
Aleshores 2" - 1 és mdltiple de 3, per tant no és primer.
Siga n=6k +3.

2 - 12253 1= (223 - 10 1,8 - (mod7)° O(ModT).
Aleshores 2" - 1 és mdltiple de 7, per tant no és primer.

Siga n=6k +4.

2. 1=2% . 1=(2%2) _ 10 1. (mod3) = O(mdd3).
Aleshores 2" - 1 és multiple de 3, per tant no és primer.
Siga n=6k+5.

2n - 1= 2605 1= () L 10 1. Ymod7) © 0(Mod7).

Aleshores, 2™ - 1 és divisible per 7.

Per tant, no existeix cap natural n que complesca les tres hipotesis a la vegada.



3.- Siguen els nombres naturals abc o, aby .
Determineu els digits a, b, c tal que:

JJabc o =aby, - V.

Concurs Nacional Romania 2011. Junior.

Solucio:
1£a£9,0£bCcE£9.

100 £abc o £999.  .fabc, £+/999 <32.

abg, - Vo <32, Jc £3.
abg <35.

Aleshores, a £ 3.

100 £ abc ¢ £ 359.

Jabe ;o £+/359 <19. abg, - Ve <19, Ve £3.

abg <22.
Aleshores, a £ 2.

100 £abc ;o £229.

Jabe jo £+/229 <16. aby, - Vc <16, c £3.

abg <19.
Aleshores, a =1.
Elevem al quadrat I'expressio ./1bc ;, =1b,, - Je:

2

100 +10b +c = (10 +b- )

100 +10b +¢ =100 +b? +¢ + 20b - 204/c - 2b/c . Simplificant:

10b = b2 +20b - 204/c - 2b4/c .

b2 +10b = (20 - 2b)/c . Aleshores, +/c T N. Pertant, ¢ =1, 4, 9.

Suposem que ¢ =1.

b* +8b - 20 = 0. Resolent 'equaci6 b =2. Aleshores, abc,, =121.

J121=12 - /1, aleshores, aguest resultat és valid.

Suposem que ¢ =4.

b® +6b - 40 = 0. Resolent I'equacié b = 4. Aleshores, abc,, =144 .

J144 =14 - «/Z , aleshores, aquest resultat és valid.

Suposem que ¢ =9.

b® +4b- 60 = 0. Resolent 'equacié b = 6. Aleshores, abc 4, =169.

J169 =16 - 4/9 , aleshores, aquest resultat és valid.
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4.- Calculeu n natural tal que log, 3 ¥og, 4¥og, 5x%........... ¥og,(n+1) =10.

KoMalL, C704.
Solucié:

Escrivint 'expressié en logaritmes de base 2:
|0923><|og—24><|og—25x. ........... 409, (n+D) o
|ng3 |ng4 |ogzn

Simplificant:
log,(n+1)=10.
n+1=2%,

n=2%.1=1023.
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5.- Determineu el nombre natural n tal que n? +10n és un quadrat perfecte.

KéMaL, B3744.

Solucio:

Siga n?2 +10n=q?, n,ql N.
n%+10n- g® =0.

Resolent I'equacio de segon grau:

n=-5+,25+¢° , aleshores q>5.

25 + 2 ha de ser un quadrat perfecte, per tant:

25+q2% =k?2, kI N.

k? - g2 =25, aleshores, k >q.
(k+q)(k- q)=25.

Aleshores:

ik-q=1 1k-qg=5
ik+q=25"jk+q=5

i‘lk- g=1
{k+q=25

Pertant, n=-5++/25+144 =8.

si Jk-a=s
ik+g=5

, aleshores, q=12.

, aleshores, q =0, la qual cosa és absurda jaque q>5.
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6.- En una progressio aritmetica el primer terme és 1, el segon terme n i la suma dels n
primers termes €s 3n.

Determineu n.
KoMalL, C1087

Solucio:

Si el primer terme és 1 i el segon terme n les diferénciaés n- 1
El terme n-ésim de la progressio és:

1+(n- )(n- 1).

Si la suma dels n primers termes és 3n, aleshores:
1+1+(n-Y(n- D
2
2+(n-1)?=66.
Resolent I'equacio:

n=9.

n = 33n. Simplificant:
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7.- Siguen a, b, c tres nombres reals positius.
Proveu que 6a +4b +5c 3 5+/ab + 7+/ac + 3+/bc .
KoMaL, B3784.

Solucio:

5a, 5b > 0. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i geometrica:
5a+ 5b 3 2y/5a>6bh , la igualtat s'assoleix quan 5a =5b.

5a+ 5b 3 10+/ab 1)

7a,7c > 0. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:
7a+7c 3 14+/ac (2)

3b, 3c > 0. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:
3b+3c 2 6vbc 3)

Sumant les expressions (1), (2), (3):

12a+8b +10c * 2(5/ab +7+/ac +3+bc).

Simplificant:

6a +4b +5¢c 3 51ab +7+/ac +34/bc | la igualtat s'assoleix quan a=b=c.



8.- Proveu que 22" +3"*2 x7" és mililtiple de 17.
KoéMaL marg 1999, Gy3264.

Solucio 1:

22M3 | 3n+2 y7n — 93 ><(22T +323" 7" =
=8x4" +9x1"° 84" +9x4"(Mol7) °
© 17 x4"(Mod17) ©
° 0(mod17).

Aleshores, 22" +3"2 x7" multiple de 17.

Solucié 2:

Ho provarem per induccié completa.

Siga n=1.

22M3 £ 3M2 57" =25 +32 X7 =221=17 A 3.
Per a n =1 és certa la propietat

Suposem certa la propietat pera n=k.

2203 4 3M2 57" és mltiple de 17.

Siga 2%**2 =a+17r, 32 =p+17s, 7 =c +17t.

Per hipotesi, a+bc és multiple de 17, aleshores, a+bc =17d.

Vegem que la propietat és certapera n=k +1.

220+ t3 = 22K*3 502 = A(a+17r) =4a+17(4r).

3k++2 = 3k 58 = 3(h +17s) = 3b +17(3s).

7K1 =78 X7 = 7(c +17t) = 7c +17(7t) .

220D+3 1 302 57k = 4a +17(4r) +(3b +17(3s))(7c +17(71)) =
= 4a+17(4r) + 21bc +17(21bt +139cs +17 X1st) =
= 4a+4bc +17bc +17(4r) +17(21bt +139¢s +17 R1st) =
= 4(a+bc)+17(bc + 4r + 21bt +139cs +17 R1st) =
= 4(17d) +17(bc + 4r + 21bt +139cs +17 x21st) =
=17(4d +bc +4r +21bt +139cs +17 x1st) =

Aleshores, 22()+3 4 32 57kl &g mltiple de 17.
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. i Xyz =4104
9.- Determineu tots els nombres naturals x, y, z tal que i .
IX+y+z=77

OMA, Olimpiada de Mayo 2004.

Solucio:
1Exy,z£75.

4104 =2°38°49.

Un dels factors X, y, z és mdltiple de 19.
Els multiples de 19 menors que 75 son:
19, 19-2, 19-3.

Suposem que x =19.
1yz =2°>3°
%y +z =58
Les solucions de I'equacio sén a =54, 4.

Aleshores les solucions son:

ix=19

%y =54 o qualsevol permutacio d’aguestes solucions,
¥Z:4

IXx=19 ix=54 i1x=54 Ix=4 1ix=4

ly=4 ,1y=19,iy=4 ,{y=54, {y=4

lz=54 tz=4 1z=19 lz=19 lz=54

, X, y han de ser solucions naturals de I'equaci6 a? - 58a+ 2333 =0.

Suposem que x =19:2=38.
1yz =22 x3°
%y +z =39
Les solucions de I'equacio sén a =36, 3.
Aleshores les solucions son:

, X, ¥ han de ser solucions naturals de I'equacio a® - 39a+223% =0.

ix=38

%y =36 0 qualsevol permutacio d’aguestes solucions,
lz=3

|

iIXx=38 iIx=36 iIx=36 Ix=3 1x=3
| | | | |
.|'_y=3 ,_[y=38,_(y=3 ,_i_y=36,_|'_y=38.
1z2=36 1z=3 1z=38 1z=38 1z=39

Suposem que x =19:3 =57.
1yz =23 32
%y +z=20

Aquesta equacio no té solucio natural.

, X, y han de ser solucions naturals de I'equacié a® - 20a +233? =0.
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10.- Proveu que si a, b, ¢, d sén nombres naturals consecutius d? divideix la suma
a+b? +c3.
KoéMal, K318.

Solucio:
si a, b, ¢, d sébn nombres naturals consecutius, c =d-1, b=d-2,a=d- 3.

a+b?+c?=d-3+(d-2)?+(d-1)3 =
=d-3+d*-4d+4+d®-3d*+3d-1=
= -d2=
=d?(d- 1).

Aleshores, d? divideix la suma a+b? +c¢?, també divideix la suma c.



