1.- Proveu que el nombre 55'%° +551% + 55192 és myiltiple de 13.

Solucio:
55100 + 55101 4+ 55102 = 55100(] 4 55 + 552)

559 3(mod 13)
552 © 32(mod 13)
55100 4 55101 4 55102 0 55100 4 55 4 552 )(mod 13) ©
0 55100 (143 +9)(mod 13) © O(mod 13)

Per tant 55 +551 + 55102 és mdltiple de 13.
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2.- Els nombre 7, 8, 9, 10 tenen la propietat que la suma del menor i el major és igual a
la diferencia entre el quadrats dels nombres del centre.
Es certa aquesta propietat per a qualssevol quatre nombres consecutius?.

Solucié:

7+10=97 - 82

Siguen els nombres naturals consecutius, nn+1ln+2n+3
(N+2)?-(n+D?=n? +4n+4- N> +2n+1)=2n+3 =n+(n+3)

Per tant, la propietat és certa.
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3.- Demostreu que n’ - n és mlltiple de 42.
Solucio:

Recordem I'enunciat del teorema de Fermat
Si p és primer, aleshores, aP °© a(mod p)

42 =2:3:7
n-n=nn+)(n- H(n? +n+D(n?- n+1)

Utilitzant el teorema de Fermat provarem que n’ - n és mditiple de 2, 3, 7.

n"-n°M?-n)n+(n? +n+1)(n? - n+1)(mod 2) °
° (n- n)(n+(n? +n+1(n? - n+1)(mod 2) ° O(mod 2)
Pertant n’ - n és mdltiple de 2

n"-n° (n®-n)(n?+n+1)(n%- n+1)(mod3)°
° (n- n)(n> +n+2)(n? - n+1)(mod 3)° 0(mod 3)
Per tant n’ - n és mdltiple de 3

n"-n° (n’-n)mod7)°
° (n-n)(modd 7) =0(mod 7)
Per tant n’ - n és mltiple de 7

Aleshores n’ - n és mdltiple de mcm(2,3,7) = 42
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5 _ En3
4.- Demostreu que # és divisible per 24.
n+

Solucio:

Efectuem la divisié i factoritzem el quocient:
n® - 5n° +4n
n+2
Si tres nombres enters sén consecutius, algun d’ells és mdltiple de 3 aleshores,
n° - 5n° +4n
n+2

=(n-2)(n- Yn(n+1).

€s multiple de 3.

Suposem que n és parell n=2k:

% =(n- 2)(n- Hn(n +1) = (2k - 2)(2k - D2k (2k +1) =

=4(k - Dk(2k - )(2k +1)
k - 1, k son consecutius aleshores, (k- Dk és parell.

5_£n3 4
Per tant, n”-oSn” +4n és multiple de 8.
n+2
5 _ E£pn3
Aleshores, % €s multiple de 3:8 =24.
n+

Suposem que n és imparell n =2k +1:

% =(n- 2)(n- Dn(n +1) =(2k - 1)2k(2k +1)(2k +2) =

=4k(k +1)(2k - D(2k +1)
k, k +1s6n consecutius aleshores, k(k +1) és parell.

5_£n3 4
Per tant, n”-oSn” +4n és multiple de 8.
n+2
5_5n3 4+
Aleshores, n”-Sn” +4n €s multiple de 3:8 =24.

n+2
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5.- Busqueu els nombres primers de la forma n* +4 amb n nombre enter positiu.

Solucio:

Factoritzem n* +4.

n*+4=(n%>+2n+2)(n- 2n+2)

Afique n* +4 siga nombre primer algun dels factors ha de ser 1.
Aleshores, n?-2n+2=1.

Resolent I'equacio:

n=1.

Si n=1, aleshores, 1* + 4 =5 que és un nombre primer.

Aleshores, no hi ha cap nombre primer de la forma n* +4 si nt 1, n nombre enter
positiu.
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6.- Demostreu que I'equacié 3% +1=5" + 7° no té solucions enteres.

Solucio:

Suposem que a, b, ¢ sén nombres enters soluci6 de 'equacié 32 +1=5" + 7¢.
38.5P=7°_1,

7°-1=(7- D472 4+ T +1) = 2R 4702 4+ 7 +1)
Aleshores, 32 - 5° és miuiltiple de 3.

Per tant 5° és mdltiple de 3, la qual cosa és absurda.

Per tant 3% +1=5" + 7° no té solucions enteres.



Ricard Peir6 i Estruch

7.-
a) Trobeu tots els enters positius n tals que 2" - 1 és divisible per 7.
b) Demostreu que no existeix cap enter positiu tal que 2" +1 és divisible per 7.

Solucid:

a)

n pot ser de les formesn=3k, n=3k+1, n=3k +1
i) Suposem n = 3Kk.

2n-1=2%-1=(3) - 1=(23- 1)3(23)“ +(22) 2 4 22 420

:7§23)k'1+(23)k'2+ ........ +23 419,

Aleshores, si n =3k, 2" - 1 és divisible per 7.

i) Suposem n =3k +1.

2n _ 1:23k+1 _ 1:2:23k -1= 23k +23k -1.

Per l'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

23 no és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k +1, 2" - 1 no és divisible per 7.
iil) Suposem n =3k +2.

2" - 1=2%"2 - 1=45Q% - 1=3x2% +2% - 1,

Per 'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

3 2%k no és muiltiple de 7.

Aleshores, si n =3k +2, 2" - 1 no és divisible per 7.

b

A)nélogament n pot ser de les formesn=3k, n=3k+1, n=3k +1
iv) Suposem n = 3K .

2" +1=2% - 1+2

Per l'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k, 2" +1 no és divisible per 7.

v) Suposem n =3k +1.

2" +1=2%" +1=25Q% +1=2% 423 +1=2% - 142% - 143,
Per l'apartat (i) 2°¢ - 1 és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k +1, 2" +1 no és divisible per 7.

vi) Suposem n =3k +2.

2" +1=2%"2 +1=43% +1=4(2% - 1) +5.

Per l'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k +2, 2" +1 no és divisible per 7.
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8.- Determineu un nombre natural que té 2 factors primers i 8 divisors sabent que la
suma dels seus divisors és 320.

Solucio:

Siga N el nombre que cerquem N =a? *", on a, b s6n nombres primers distints de 1 i
a,b3 1.

El nombre divisors és (a +1)(b +1), aleshores,

a+h(b+1)=8

Comque a,b3 1, aleshores, a+1=4,b+1=20bé a+1=2b+1=4.

Suposema =3, b=1

que N=a®0.

Calculem la suma dels divisors de N:

320 =1+a+a?+a*+b+ab+a’b+a’b

4 4 4
30=8 "1 ,p2 12 "1,y
a-1 a-1 a-1
: a*-1
Sia®s, (1+Db) > 320.
a-1
4
2 ° 3 -1.p)
a-1
2 3 60
2 5 90
2 7 120
2 11 180
2 13 210
2 17 270
2 19 300
2 23 360
3 2 120
3 5 240
3 7 320

La solucio és N = 3% x7 =189.
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9.- Siguen a, b dos nombre enters positius. Proveu que 19 divideix a 11a +2b si i

només si 19 divideix a 18a +5b

Solucio:

k)

Si 19| 1la+2b, aleshores, 11a +2b =19n, per tant,

11a =19n- 2b.

11(18a+5b) =11:18a +55b =18:11a+55b =
=18(19n- 2b) +55b =18:19n- 19b =
=19(18n- b).

Aleshores, 19 | 11(18a + 5b)

Com que mcd19,11) =1, 19|18a+5b.

)

Si 19 |18a +5b, aleshores, 18a +5b =19m, per tant,

18a =19m- 5b

18(11a+2b) =18:11a+36b =11:18a + 36b =
=12(19m- 5b) +36b =11:19n- 19b =
=19(11n - b).

Aleshores, 19 |18(11a + 2b)

Com que mcd19,18)=1, 19|1l1la+2b.
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10.- Siga A, =2" +22" + 23",

a) Proveuque A, ,; - A, ésmlultiple de 7.
b) Calculeu la resta de dividir A, entre 7.

Solucio:

a)

A - 2n+3 + 22n+6 +23n+9

n+3 .

An+3 _ An :2n+3 +22n+6 +23n+9 _ (2n +22n +23n) -
- 2n+3 _ 2n + 22n+6 _ 22n + 23n+9 _ 23n -
=2"(2% - D +22"(2° - 1+ 2%"(2° - 1) =
=7X"+63xR* +511% =
=7len +950™ +730%).

Aleshores, A, ,; - A, és multiple de 7.

b)

AZOOS
Aplicant divisions successives:

2005 =5x73 +5x72 +6 X7 +3
Estudiem la congruéncia modul 7 de 220% .

3 2
2705 0 (o5 (25 )" (2 23 (modi7) ©
Aplicant el teorema de Fermat:

73 72 7 . <
2205 0 (55 )" (25 ) (25) 23 (mod7) © 2° x2° X2 x2%(Mod7) ©

0 219(mod7) © (22) 2°(mod7) © 22 x2°(mod7)© 27 (od7) © 2(mdd7).

24010 o (22005 F (mad7) © 22(mod7) © 4(mod7)
26055 o (22005 |} (magi7) © 23(Mdd7) © Umod7).
Ajgps =279 +29010 420015 0 2 4+ 4 +1(mod7) = O(mod7)
A,ys €s multiple de 7 aleshores el residu és 0.

- 22005 + 2 4010 + 26015



11.- Proveu que 3>52"" +23"*4 és mltiple de 17 per a tot n natural.

Solucio:
Ho provarem per induccio.
Provem la propietat pera n =1.:

55 =3125° 14(modl7), 27 =128° 9(mod17).

356213 4234 0 394 + 9(mod17) © 51modL7) © O(modl7).
Aleshores 3>52"" + 234 és muiltiple de 17.

Suposem que la propietat és certa pera n=Kk.

Suposem que 5%%*3 ° a(modl7), 234 ° b(mod1l7)
Aleshores, 3x6%*3 +23%+*4 0 33 +h(Mod17) © 0(modl7).

Per tant, 3a +b és mdltiple de 17
Demostrem la propietat pera n=k +1.
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352K 4 93+ = 35243 552 4 p3kH 103 0 3xq 325 + b Xx8(MOdL7) ©

© 3:a:8 +b:8(Mdd17)° 8(3a+b)ModL7)° O(MddL7).
Per tant, 3>52K**3 23k &5 mltiple de 17.
Aleshores, 3523 4234 és mdltiple de 17 per a tot n natural.



