Ricard Peir6 i Estruch

1.- Demostreu que n* +4, amb nT N, només és primer quan n =1.
Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
n* +4= (n2 +2)2 - 4n? = (n2 +2)- (2n)? = (n2 +2n+2Xn2 - 2n+2)=

= (n+2P +1)p - 17 +1)

(h+1?+1>1 "ni N
(h- 1?7 +1>1 "n>1
n* +4, és un nombre compost " n>1.

Sin=1, n?+4=5 que és un nombre primer.
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2.- Demostreu que n(n? +5) és divisible per 6 per a tot n natural.
Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:
Un nombre natural es divisible per 6 si és divisible per 2 i per 3.

Qualsevol nombre natural és de la forma n=2k obé n=2k+1, on ki N.
Sin=2k

n(n? +5) = 2k((2k)? +5), aleshores, n(n? +5) és divisible per 2.

Sin=2k+1

n(n2 +5) = (2k +1)((2k +1)% +5) = (2K + 1)(4k? +4k +1+5) = 2(2k +1)(2k? + 2k +3),
aleshores, n(n? +5) és divisible per 2.

En qualsevol cas n(n? +5) és divisible per 2

Qualsevol nombre natural és de la forma n=3k, n=3k+1,0bé n=3k+2 on kI N.
Sin=3k

n(n? +5) = 3k((3k)? +5), aleshores, n(n? +5) és divisible per 3.

Sin=3k+1

n(n2 +5) = (3k +1)((3k +1)? +5) = (3k +1)(9k? +6k +1+5) = 3(3k +1)3k? +2k +2),
Sin=3k+2

n(n2 +5) = (3k +2)((3k +2)? +5) = (3k +2)(%2 +12K +4 +5) = 3(3k +1)(3k? + 4k +3),
aleshores, n(n? +5) és divisible per 3.

En qualsevol cas n(n? +5) és divisible per 3.
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3.- Demostreu que un nombre natural és un quadrat perfecte sii només si té un
nombre imparell de divisors.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucié:

Siga n un nombre natural, aleshores, n =p: p52 x.......... 2 on p;, s6n nombres
primersia,T N.

El nombre de divisors de n és (a, +1)(a, + 1) x........... a, +1).

n és un quadrat perfecte sii només si a; és parell "i=12,....,r.

Siinoméssia, +1eésimparell "i=12,....,r.

Siinoméssi(a, +1)(a, + 1) x........... a, +1) és imparell.
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4.- Demostreu que 12 +22 +3%2 +........ +n? = wfmﬂ)
Solucio:
Ho farem per induccio:
Sin=1, 12 :ﬁ_
Suposem certa larelacié pera n=k, 12 +22 +32 +....... +k? = wfkw
Demostrem la relacio pera n =k +1:
12 +22 +3%2 +........ +k2+(k+1)2:W+(k+1)2:
HI

Kk +D(@k+D +6(k +12 _ (K +D(2Kk? +k + 6k +6) _ (k+D(2k +7k +6)
6 6 6

Factoritzem 2k? + 7k + 6

2k2 +7k +6 =0, les solucions son: k =- 2, 73

2k2 + 7Kk + 6 = 2(k + 2)3%%9: (k +2)(2k +3) = ((k +1) +1)(2(k +1) +1).
e a9

Aleshores,
_ (k+D((k+1) +2)(2(k + 1) +1)
6

12 +2%2 +3% + ... +k? +(k+1)?

Amb la qual cosa queda provada la proposicio.
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5.- Demostreu que per a tot n natural n® +(n+1)3 +(n+2)* és multiple de 9.

Solucié:

N +(n+1)° +( +2)%° (3n® +9n2 +15n + 9 modg) °
° (3n3 +15n)(m(‘3d9) °
° 3n(n? +5)(Mod9)

Demostrem que n(n? +5) és divisor de 3 per a tot n natural.

Qualsevol nombre natural és de laforma n=3k, n=3k+1,0bé n=3k+2 on kI N.
Sin=3k

n(n2 +5) = 3k((3k)2 +1). n(n? +5) és divisible per 3.

Sin=3k+1

n(n2 +5) = (3k +1)((3k +1)? +5) = (3K +1)(9k? + 6k +1+5) = 3(3k +1)3k? +2k +2),
Sin=3k+2

n(n2 +5) = (3k +2)((3k +2)? +5) = (3k +2)(%?2 +12k +4 +5) = 3(3k +1)(3k? + 4k +3),
aleshores, n(n? +5) és divisible per 3.

En qualsevol cas n(n? +5) és divisible per 3.

Aleshores, n(n? +5) = 3p.

n®+(n+1)° +(n+2)3 ° 3n(n? +5)(Mod9) ° 9p(mod9) © 0(mod9) .

Aleshores n® +(n+1)% +(n+2)% és multiple de 9.
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6.- Demostreu que n* +6n® +11n? +6n és mdltiple de 24.

Solucio:
24 =233
Vegem que P =n* +6n° +11n? + 6n és divisible per 8 i per 3.

Factoritzem n* +6n°® +11n? +6n amb la Regla de Ruffini:
n* +6n% +11n? +6n =n(n + )(n +2)(n +3)

P és producte de tres naturals consecutius, aleshores algun d’ells és multiple de 3. Per
tant P és multiple de 3.

Provem que P és divisible per 8. i
Qualsevol nombre natural és de la forma n=2k obé n=2k+1,0on kIl N.
Si n=2k
P=n*+6n%+11n? +6n=n(n+2)(n+2)(n+3) = 2k(2k +D(2k +2)(2k +3) =
= 4k(2k +1)(k +D(2k +3)
k(k +1) és parell (producte de dos naturals consecutius), aleshores, k(k +1) =2m.
Aleshores, P =4k(2k +1)(k +1)(2k +2) = 4:2m(2k +1)(2k + 3).
Per tant P és divisible per 8

Sin=2k+1

P=n*+6n+1In? +6n =n(n+)(n+2)(n+3) = (2k + D(2k + 2)(2k +3)(2k +4) =
=4(2k +D(k +1)(2k +3)(k +2)

(k +D(k +2) és parell (producte de dos naturals consecutius), aleshores,

(k+Dk+2)=2q.

Aleshores, P =4((2k +1)(k +2)(2k +3)(k +1) = 4:2q(2k +1)(2k +3).

Per tant P és divisible per 8.

Aleshores P és multiple de 24 =mcm(8,3).
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_nn+)(n+2) , i

7.- Demostreu que 1R +2X3 +3x4 +......... +n(n+1) 3 N.
Solucio:
Ho provarem per induccio:
Sin=1,1xX= ﬁ.
Suposem certa larelaci6 pera n=k, 1R +2X3 +3x4 +......... +k(k +1) :W
Demostrem la relacio pera n =k +1:
1R+28+3X4+......... +k(k+1)(k+1)(k+2):W+(k+l)(k+2):
HI

_k(k+Dk+2) +3k+D(k+2) _ (k+D(k+2)(k +3)

3 3
Amb la qual cosa queda provada la proposicié.




8.- Demostreu que 4" +15n - 1 és multiple de 9 per a tot n natural.

Solucio:
Ho provarem per induccio:
Sin=1, 4'+15x1- 1=18 és mdltiple de 9

Suposem certa la relacié per a n =k, 4% +15k - 1 és mditiple de 9:

4% +15k-1=9p, pl N., 4 =9p-15k+1
Demostrem la relacié pera n =k +1:
41 +15(k +1) - 1=4 x4 +15k +14:|4(9p- 15k +1) +15k + 14 =

=36p - 45k +18 = 9(4p - 5k +2), que és multiple de 9.

Per tant 4" +15n - 1 és mdltiple de 9, " n1 N.
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9.- Demostreu que 2™° 3% + 53" és muiltiple de 37 per a tot n natural.

Solucié:
2"*5 0 320" (Mod37).

3% 0 (3¢)"(mod37) © 81"(Mod37) © 7"(Mod37).
5371 0 5{5% | (Mod37) © 5x125"(MOd37) = 544" (MOA37).
25 34N 4531 0 32300 7N +5 4" (MOd37)© 32 M4 + 5 X14" (Mod37) ©

° 37 x14"(Mod37) © O(mod37).
Aleshores 2™° x3%" +53"* és muiltiple de 37.

Nota: 81=2:37+7, 125=3:37+14.
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10.- Demostreu que per a tot natural A =2903" - 803" - 464" +261" és divisible per
1897.
Oposicions Murcia 2002.

Solucio:

1897 =7:271

Vegem que A és divisible per 7 i per 271

2903 =7:414+5

803 =7:114 +5

464 =7:66+2

261=7:37+2

A =2903" - 803" - 464" +261" © 5" - 5" - 2" +22(mdd7) ° O(mod7)
Aleshores, A és divisible per 7.

2903 = 271:10+193
803 =271:2+261
464 =271:1+193

A =2903" - 803" - 464" +261" © 193" - 261" - 193" + 261*(M0d271) ° 0(m0Od271)
Aleshores, A és divisible per 271.

Per tant A és divisible per mem(7,271) =1897 .



