Ricard Peir6 i Estruch

1.- Demostreu que per a tot natural n, 8n+7 no és suma de 3 quadrats enters.

Solucio:
Suposem que 8n+7 =a% +b? +c? on a,b,c N.

Com que 8n+7 és imparell, només pot passat que a, b, c tots tres siguen imparells o
bé dos parells i un imparell.

Suposem que a, b, ¢ son tots tres imparells:
a=2p+lLb=2qg+Lc=2r+1.

8n+7=(2p+1)2+(2q+1)? +(2r+1)2.

8n+7=4p? +4p+1+4q9% +4q+1+4r? + 4r +1. Simplificant:

8n+4 =4p® +4p+4q* +4q+4r® +4r.

2n+1=(p+p +(q+Ig+(r+2r.

(p+Dp és parell producte de dos naturals consecutius. Analogament, (q+1)q, (r +2)r

son parells.
Per tant, 2n+1 és parell. La qual cosa és absurda.

Suposem que aib sén parells i c imparell.
a=2p, b=2g,c=2r+1.

8n+7=(2p)? +(20)* +(2r +1)°.

8n+7 =4p? +4q% + 4r? + 4 +1. Simplificant:

8n+6 =4p2 +4q% +4r2 + 4r .

an+3=2(p? +q® +r? +r1).

Aleshores, 4n + 3 és parell. La qual cosa és absurda.
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2.- Determineu els enters naturals tal que n? - 11In +63 és un quadrat perfecte.

Solucio:

Siga n?- 1In+63 =k?, kI N.
4n? - 11 + 63) = 4K2.

4n? - 44n+252 = 4k?2.

(2n- 11)? +131= (2k)2.

(2k)% - (2n - 11)% =131.

(2k +2n- 11)(2k - 2n+11) =131.

131 és un nombre primer, aleshores poden passar dos casos:
1.-

2k+2n-11=12k- 2n+11=131.

Restant ambdues expressions:

4n- 22 =-130, aleshores, n=-27.

2.-
2k +2n-11=1312k- 2n+11=1.

Restant ambdues expressions:
4n- 22 =130, aleshores, n=38.
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3.

a) Doneu un criteri per al calcul mental del quadrat d’'un nombre de dues xifres que
tinga 5 en les unitats.

b) Demostreu que tots el termes de la successio 49, 4489, 444889, 44448889,...
son quadrats perfectes.

Oposicions Asturies 2004.

Solucié:
a)
Siga a5;9 =axl0 +5

(35(10 )2 =(a»0 +5)* =100a® +100a + 25 = a(a +1)100 +25

El criteri és: les dues ultimes xifres sén 25 i les altres el producte del que hi ha davant
del del 5 multiplicat pel seguent.
Exemple:

7° =56 25

7°8=56.

El criteri serveix per a nombres de més xifres acabats en 5.
Exemple:

1052 =110 25
10° 11=110.

b)
Siga el nombre N =44...%...488...1..89 .
N=4(10% +10%2 + ... +1)x10 +8(10%2 +10%% +.... +1)x10+9 =

=g(1o2k : 1ok)+g(1ok -10)+9 =

:lﬁmok)z +252 10" \+19=
9 2
22>10" +10

B

Per tant N és un quadrat perfecte.
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4.- Determineu 2 nombres naturals tal que el seu maxim comu divisor siga 120 i la
diferéncia dels seus quadrats siga 345600.
Oposicions Andalusia 1998.

Solucié:

Siguen a, b el nombres que cerquem.

Per ser mcd(a, b)=120

a=120p, b=120q tal que mcd(p,q)=1 Suposem p >q.

120 =23 B85
345600 =2° x3% %52

345600 =a? - b? =120%(p? - g*) =120%(p+q)(p - Q)
2983@2=@%6@fm+mm-m
Simplificant:

2°3=(p+q)(p- Q)
p+q, p- q divideixen a 24.

Les possibilitats de p i g (tenint en compte que p >q) son:
ip-q=1 ip-q=2 ip-q=3 |ip-q=4

| v ’ | P |

ip+tq=24 jp+q=12 {p+q=8 {p+q=6

ip-qg=1
%p+q:24
ip-q=2 ip=7
ip+q=12" {q=5
ip-q=3
ip+q=8
ip-q=4 ip=5
ip+q=6" fq=1’

no té solucio en els nombres naturals.

, ho té solucid en els nombres naturals.
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5.- L'associacio “Amics de les Matematiques” convida tots els anys, a tots els seus
afiliats al congrés anual.

Aquests any, exactament el 27'18181818..% dels assistents eren dones, el
55'55555..% eren majors de 30 anys i el 37% portaven algun llibre de matematiques.
Sabent que el nombre d’afiliats no és major de 15000, calculeu el nombre d’assistents
al congrés.

Oposicions de Cantabria 2004.

Solucié:
27,{5%: 2718 - 27 _ 299
9900 1100
55'504 = 555 - 55 :E
900 9
37% = 3_7
100

Siga x =nombre d'assitents al congrés.

El nombre de dones és ﬁx
1100
El nombre de majors de 30 és anys és gx

El nombre de persones que porten llibre és ix.

Aleshores, x és multiple de 1100, 9 100. mem(1100, 9, 100) = 11-9-100
Per tant, x =11:9:100:a, al N.

x £15000

9900a £ 15000

L’anic nombre natural que satisfa la inequacio eés a = 1.

El nombre d’assistents al congrés és de 9900 persones.
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6.- Demostreu que I'Gltima xifra decimal de 22" +16s7 pera n>1.
Oposicions Avila 1998.

Solucio:
Ho provarem per induccid.
Sin=2

22 +1=2% +1=17. Es a dir Iltima xifra de 22 és 6.
Suposem que per a n =k I'Gltima xifra de 2% ¢s6.
Per tant, 2% =ax0+6 on al N.

Provem la propietat pera n=k +1:

92 _ 52 _ (22k )2 -

Aplicant la hipotesi d’induccio:

22" = (2% = (10a+6)? =100a? +120a +36 = (10aZ +12a+3)10 +6.

Per tant, I'Gltima xifra de 22" &5 6.

Aleshores I'Gltima xifra decimal de 22" +1 és 7.
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7.- Donada la seguent configuracié de nombres naturals

1
2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16

Determineu la suma dels nombres situats en la n-esima fila.
Oposicions Andalusia 2004.
Solucio:

Els primers elements de les files s6n 1, 2, 5, 10, 17
Que son els elements seglients dels quadrats perfectes comencant en 0

El primer element de la filan és (n- 1)? +1.
En cada fila hi ha 2n- 1 nombres naturals consecutius.
Aleshores I'ltim nombre de la filan és (n- 1) +1+2n - 2 =n?

La suma de tots els nombres de la fila n (suma d’una progressio aritmética de primer
terme (n- 1 +1, darrer terme n? i amb 2n- 1 sumands) és:

(n- 1)* +1+n?

S= (2n-1)=(n2-n+1)(2n-1).
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8.- Determineu el menor nombre en base 11 el producte del qual per 9 s’escriu en
aquest sistema de numeracio utilitzant només la xifra 5.
Oposicions Avila 1998.

Solucio:
Els sistema de numeraci6 de base 11 té els simbols segiients
0(11 °0, 1(11 °1, 2(11 °2, 3(11 °3, 4(11 °4, 5(11 °5, 6(11 °6, 7(11 °7, 8(11 °8,

9(11 o 9, A(ll o 10

Volem un nombre p; tal que 555................. 511 =901
(n+1
555 . 5(11:5+5><11+5><112+....+5><11”
Aplicant la suma dels n termes d’una progressié geometrica de radé 11 i primer terme 5:
o 5- 5x1™
555 i 5(11:5+5><11+5>¢12+....+5>¢1”:T:
_sfrt-1) _1amtog
10 2
11n+1 _ l lln+l _ 1

=9y, per tant és multiple de 9.

2
Aleshores, 11" - 1 és mdltiple de 9.
O bé 11" ° 1(mod9).
Calculem el primer n natural tal que 11"** © 1(mod9).
112 © 22(m0od9) °© 4(mod9)
113 © 23(mod9) © 8(mod9)
11% © 24(Mod9) © 7(mod9)
11° © 2°(mod9) °© 5(mod9)
11°% © 26(mMod9) °© (mod9)
Aleshores, el primer natural que ho acompleix és n=5.
555555 1, = 9P

Calculem py;:
555555, ° 885780 .

555555 3, © 998420 .
Amb divisions successives per 11 passem el nombre 98420 a base 11.

98420 | 11
3 8947 11
4 813 11
10 73 11

7 6

98420 °© 67A43,y; .

Per tant:
555555 3; = 9>X67A43 4, .



Ricard Peir6 i Estruch

9.- Determineu els enters a, b, ¢ (no tots iguals) tal que a+b +c¢ =2001, a, b, c estan
en progressio aritmeética en aquest ordrei a+b, b+c, ¢ +a estan en progressio
geometrica en aquest ordre.

Solucio:
Si a, b, c estan en progressio aritmética b- a=c- b.

. L ... b+c _c+a
Sia+b, b+c, c+a estan en progressio geometrica —— = .
a+tb b+c

Considerem el sistema format per les 3 equacions:
i

Ta+b+c=2001 ia=667 ia=4669
:'b—azc—b Iessolucionsdelqualsén%b:667, |lb:667
lb+c _c+a {c=667 lc=-3335
fa+b b+c

La soluci6 del problema és la segona.
En aquest cas:
La diferencia de la progressio aritmética és d = 667 - 4669 = - 4002 .

. . e 667 - 3335 1
La rao de la progressié geomeétricaésr=———— =- =,

4669 +667 2
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10.- Siguen A, B, C enters positius en progressio aritmetica tal que A°<B°< C°<180°.
Si sin A°+sinB°=sinC° i cosA°- cosB°=cosC®°, calculeu els valors de A, B, C.

Solucio:
Per estar A, B, C en progressio aritmetica:
A°=B°-d°,i C°=B+d°. 0°£d°<90°

Per hipotesi:

sin A%+sinB°=sinC°

sin(BO— d°) +sinB°= sin(B°+d°)

sinB°cos d®- sind®°cosB°+ sinB° = sinB° cosd®+ sind®cos B°
sinB° = 2 xsind° cosB° Q)

Cos A°- cosB°=cosC®°

cos(B- d°) - cosBC = cos(B+d°)

cosB°cosd®+ sinB°sind®- cosB°= cosB° cosd®- sinB°sind®
cosB°=2sinB°sind°® (2)

Substituint I'expressio (2) en I'expressio (1):
sinB°= 2 xsind®2sinB° sind° .

sin? d°=% 0°£ d°<90°
Aleshores, sin °=% jaque 0°£ d°<90°. Per tant d°=30°.

Substituint en (1)
sinB°=2 x%cosB°

tgB°=1, aleshores, B°=45°,

Aleshores, A=45-30=15, B=45, C=45+30=75



