Ricard Peir6 i Estruch

<% per a tot n natural.

1 1 1 1
1.- Demostreu que —+—+—+.......... +
9 25 49 (2n +1)?
Oposicions Valéncia 2003.
Solucié:
Siga k3 1.
1. 1 B 1 1 1
(2k+1)* (2k+1)?-1 2k(2k+2) 4kk+1)
1 _A, B
kk +1) k k+1
1=A(k+1) +Bk
1=(A+Bk +A
A = : jA=1
Aleshores, : , resolent el sistema, : .
T1A+B =0 1B=-1
1 _1 1
k(k+1) k k+1
d 1c?aéL 16_1 1.1 1
A m< aAC T A S T
1(2k+1) 4k_13k k+lg 4e¢ 2 2 3
_1lx 1o 1
4 n+lg 4
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2.- Siguen p, g, r tres nombres naturals tals que la suma p*® + g* +r® és mdltiple de 9.

Demostreu que almenys un dels 3 nombres p, q, r és multiple de 3.
Oposicions Madrid 2002.

Solucio:
Vegem que si p, g, r no sén Omdltiples de 3 aleshores p® + g® +r® no és mdltiple de 9.

Suposem que p, g, r no sén mdltiple de 3, aleshores sén de la forma:
p=3a+i, i=12
q=3b+j, j=12
r=3c+k, k=12
p?+g® +r® =(3a+i)* +(3Bb+j)* +(3c+k)* =
= 27a? +27a% +9ai? +i® +27b*® + 27b?j+9bj? + j* + 27¢c® +27c?k +9ck? + k3.

p2+ @ +r3 o+ +k3mod9), i jk=12.

Poden passar 4 casos:

Tots i, j,k =1, aleshores, p* +g° +r3° i3 +j +k3(mod9) © 3(mod9).

Dos siguen 1 i l'altre 2, aleshores, p® +¢® +r3 © i* + [ +k3(mod9) ° 1(mod9).
Dos siguen 2 i l'altre 1, aleshores, p3 +q® +r2° i* + j® +k3(m0d9) ° 8(mod9).
Tots i, j,k =2, aleshores, p® +q° +r3° i +j® +k*(mod9) ° 6(mod9).

En tots 4 casos p* + g +r3 no és multiple de 9.

Aleshores, si p* +g® +r® és mdltiple de 9 almenys un dels 3 nombres p, g, r és
multiple de 3.
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3.- Considerem la taula:

WM R
NN

4
5 6, 7

: 6, 7, 8 9, 10

Demostreu que la suma de cada fila és un quadrat d’'un nombre imparell.

Solucié:
En la fila n-eésima és trobem els nombres naturals,

nn+ln+2...,3n-2 entotal hiha 2n- 1 nombres.

La suma de tots és la suma d’'una progressio aritmetica de primer terme n, darrer
terme 3n- 2 iuntotal de 2n- 1 termes:

:n+3n+2

S, T(2n- 1)=(2n- 1(2n- 1) =(2n- 1)%.

Notem que és un quadrat del nombre imparell 2n- 1.
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4.- Proveu que N =n? +3n? +5n+3 és mdltiple de 3 per a tot n natural.

Solucio:
Ho demostrarem per induccio completa.
Demostrem-hopera n=1

13 +3x12 +5x1+3 =12 ° 0(mod3)

Suposem que la propietat és certa pera n =k, k* +3k? +5k + 3° 0(mod3).

Demostrem la propietat pera n=k +1.

(k+2D)°+3(k+1)? +5(k +1) +3=k*+3k? +3k +1+3k? +6k +3+5k +5+3 =
=k® +3k?+5k+3+3(n* +3n +3)° 0(mod3).
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5.- Demostreu que si el nombre natural p = abc,, és divisible per 37, aleshores els
nombres g =bcay,, r=caby, son divisibles per 37.

Solucid:
Si p=abcy, és divisible per 37, 100a+10b +c =37k, ki N.

q =b100 +c10+a =10(b10 +c)+a = 10(100a +b10 +c)- 999a =10:37k +37:27a =
=37(10k - 27a), aleshores, g és multiple de 37.

r =c100 +al0 +b =100(100a +10b +c¢)- 999b - 9990a =100:37k - 37:27b- 37:270a =
=37(100k - 27b- 270a), aleshores, r és mdltiple de 37.
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6.- Demostreu la seguent desigualtat:
p
4(n- 1

tgna >n:tga,si0<a < inésunnatural nt 1.

Demostracioé: per induccio:

Sigan=2.

Siga a talque O0<a< % aleshores, tga < tg% =1.
2 Xga

® tg?a 0
> - 2tga =2xtga tgazl =>0.
1-tg°a l1-tg°a g

Aleshores, tg2a > 2:tga si s'acompleix 0 <a < %

tg2a - 2xga =

Suposem que s’acompleix la proposicio per a n =k, és a dir,

P
Mk-1

tgka >k:tga,si0<a <

Demostrem la propietatpera n=k +1.

. _ . p
Sigan=k+1,siga O<a<—.
g Y 4k

tg ((k +1)a

)= tgka +tga >k><tga+tga _ (k +1) xtga
1- tgka xga Hil- tgka @ga 1- tgka xtga

0 <tgka <tg% =1.

O<tga<l.
1- tgka:tga <1.

Aleshores, tg((k +1)a) > (k +a)tga .
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7.- Demostreu que la fracci6 2In+4

és irreductible per a qualsevol n natural.
14n+3

Solucio 1: Samuel L. Greitzer.
Demostrem que si g >0 és factor del numerador i denominador g =1.

2In+4 =gA talque AT N

14n+3 =gB talque BT N

Multipliquem la primera expressio per 2 i la segona per 3 i restem-les:
g(2A-3B)=-1

Aleshores, g divideix a —1.

Aleshores, g=1

Soluci6 2: Apliquem l'algoritme d’euclides i calculem el mcd dels polinomis enters
2In+4, 14n+3

1 2
2In+4 14n+ 3 n+1
n+1 1

Aleshores mcd(21n + 4, 14n + 3) =1, aleshores la fraccio és irreductible.



Ricard Peir6 i Estruch

8.- Siguen p, q dos nombres naturals tal que
p_, i, 1, ot 1

q 2 3 4 1318 1319 °
Demostreu que p és divisible per 1979.

Solucié de Murray S. Klamkin:
Els termes negatius tenen denominadors parells:

1_1 1
Tk 2k Kk
Aleshores,
B:g +1+1+1+ ........ ! +—1 9— 28§+1+£+ ..... +—1 9:
g e 2 3 4 1318 1319g e2 4 6 1318 g
=¢ +1+1+1+ ........ ! + ! 9-a+1+1+1+ _____ +i9:
e 2 3 4 1318 1319g ¢ 2 3 4 659 g
-1, 1 1
660 661 1319
1, 1 1979
660+j 1319-j (660 +j)(1318 - j)
B:g +logel+l(?. ..... 881+—19=
g e660 131945 661 1218 g €989 990 g
_ 1979 + 1979 + + 1979 _
660:1319 661:1318 989:990
=1979%
S

s és el producte de tots els enters de 660 fins 1319.
1979 és un nombre primer.

P -1979L
q s
ps =1979rq

Com 1979 no divideix a s, aleshores, 1979 divideix a p.
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9.- Determineu el major nombre natural n a fi que (n +1)(n4 +2n)+3(n3 +57) siga
divisible per n? + 2.

Solucio:
(n+D(n* +2n)+3[* +57)=n® +n% +3n° +2n? +2n +171.
n®+n*+3n®+2n?+2n+171 _ 5 171
=n"+n" +n+ .
n’+2 n’+2

Aleshores, n? +2 £171.
Vegem el major valor de n a fi que 171 és mdltiple de n? + 2.
n? £169.

171 _
132 +2

Aleshores, n =13 ja que
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10.- Siguen a,, a,, a,,......,a, €els termes d’'una progressio aritmetica s'acompleix:
1 1 1 1 n-1
+ + +....+ = .
al >G2 a2 >e3 a‘3 >e'4 a'n-:L >e'n al >an
Solucio:
Siga a,, a,, a,,......,a, elstermes d'una progressio aritmética de diferencia d
a, =a,;+(k-1d, "k=123..n
Ay =8 *+d

Ho provarem per induccid.
f e 1 2-1
Pera n =2, és trivial, =
a‘1 >€2 a'l >®-2

Suposem que la propietat s'acompleix per a n =k, aleshores,

1 1 1 1 k-1
+ + +ot =

a; a, a, X3 az *a, Ay.1 By a, 8y

Provem que la propietat s'acompleix pera n=k +1.
1 1 1 1 1 k-1 1
+ + +....+ + = +
axa, a;Xa; az;’a, Q1 @y A By Maga  a Ay
_(k-Da,., +a, _
a‘l >ek >ak+1
_ (k- 1)(ak +d)+al _
a1 >ek >Gk+1
_(k-Da, +(k-Dd+a, _
a‘l >G'k >G.k+1
(k- Da, +a, _
a‘1 >Gk >e‘k+1
k:a,
al >ak >ak+1




