Ricard Peir6 i Estruch

1.- La suma de dos nombres naturals és 371 i el quocient entre el seu minim comu
multiple i el seu maxim comu divisor és 430. Calculeu-los.
Olimpiada espanyola XXVI. Districte Valéncia.

Solucio:
Siguen m, n els nombres naturals que cerquem.
Siguen M i D el seu minim comu mdltiple i el seu maxim comu divisor.

Per hipotesi:
m+n =371 )
%=430=2>6><43 2)

Cap factor de m o n por ser 43X, k3 2 jaque 432 =1764 >371=m+n.
43 no pot ser factor comu de miin.

Suposem que és factorde m, m=43:p, p=12345,6,78 jaque 43:9 =387 >371.

Sip=8=2® U p=4=2% nseriaparelliper hipotesi m+n és imparell. Aleshores,
p=123567.

Sim=43:7=301, n=70=7:10. Aleshores, mcd301470) =7, mcm(301,70) = 3010.
Que compleix les condicions del problema.

Sim=43:6 =258, n=113.
Aleshores, mcd(258,113) =1, mcm(2581,113) = 258:113 .
Que no compleix la condicio (2).

Sim=43:5=215, n=156 =22x3x3.
Aleshores, mcd(215,156) =1, mcm(215,156) =215:156.
Que no compleix la condicio (2).

Sim=43:3=129, n=242=2:11%,
Aleshores, mcd(129,242) =1, mcm(129,242) =129:242 .
Que no compleix la condicio (2).

Sim=43:2=86, n=285=3:5:19.
Aleshores, mcd(86,285) =1, mcm(86,285) = 86:285.
Que no compleix la condicio (2).

Sim=43:1, n=328=23x41.
Aleshores, mcd(43,328) =1, mcm(43,328) = 43:328..
Que no compleix la condicio (2).
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2.- Calculeu un nombre natural N de cinc xifres distintes tal que la suma de les
variacions ternaries que poden formar-se amb les seues xifres siga igual a N.

Solucio:
Siga N = abcde,, =ax10* +b>10°% +cx10? +d0 +e.
La suma de les variacions ternaries és:

(a+b+c+d+e)(10? +10+1)12 =N (1)
Com que les xifres son distintes:
15£a+b+c+d+e£35 2

De la igualtat (1):
2232 37(a+b+c+d+e)=N
Aleshores, N és multiple de 9.

Aplicant el criteri de divisibilitat per 9 i tenint en compte (2)
atb+c+d+e=18,0bé a+tb+c+d+e=27

Sia+tb+c+d+e=18
N =22 x32 x37 XL8 = 23976 .

Sia+tb+c+d+e=27
N = 22 x32 37 27 = 35964 .
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3.- Tenim una pila de taronges de base rectangular, la qual es forma col-locant una
taronja en un buit que deixen quatre taronges de la capa inferior, continuant fins arribar
a una capa formada per una sola fila. Si la capa inferior t¢ m” n taronges (m >n).

2 _n(n+1)(2n+1)
e

Quantes taronges té tota la pila. Nota: 12 +22 +3% +....+n

Solucio:

Si la capa inferior t¢ m” n taronges la segiiententé (m- )" (n- 1) iaixi
successivament. Aleshores el total de taronges de la pila és:

(mn) +((m- D - D)+ ((m- 2)(n- 2))+.... +(m - (- 2))(n- (n- 2)))+((m- (- D)1) =
= (mn)+ (Mn+1- (m+n))+ Mn+4- 2m+n)+...+[mn+(n- 2)2- (n- 2)(m+n))+
+ (mn +(n-1)? - (n- (M +n)):

=n(mn) +(12 +22 +...(n- D2)- M+n)L+2+....+(n- D)=
(n-Yn2n- 1) +1) (m+n) nin- 1) _

6 2
2 p@n-1 m+ng_
=mn- +n(n 1)3 5 5

=mn? +n(n- 1)%

=mn? +
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4.- Demostreu que per a to n natural 22" 43 és multiple de 19.

Solucié:

Demostrem-ho per induccié completa:

Sin=1

22° =162 © (-3)% (Mod19) © 812" (Mdd19) © 52° (MOdLY) © 252° (MOdLI) © 62 (MOALY) ©
° 362" (Mdd19) © (- 2)2° (Mdd19) © 16(modL9).

22° £30 16 +3(Mod19)° O(MOdLI) .

Suposem certa la propietat per a n =k
22" 13 és multiple de 19, o bé 22° © 16(mdd19).

Provem la propietat pera n =k +1:

6(k+1)+2
22

6k+2,,,6 ke 6 .
° (22 * }modlg)o (22 )2 (Mod19)° 167 (MOd19) © 16(MOd19).

Per tant, 22" +3 és multiple de 19.
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5.- Siga la serie:
12 +22 422 =32
22 132462 =72
3% +4%+12%2 =137

Continueu la série, demostreu la férmula.

Solucio:
Suposem que la férmula general és:
n? +(n+1)? +(n(n +1)? = (h(n +1) + 12.

(h(n +1) +1F - (n(n+12))? = (n(n +a) +1+n(n +D)(n(n +a) + 1- n(n +1)) =
= (2n(n+1) 3 =2n? +2n+1.

n%+(n+1)? =2n% +2n+1.

Aleshores:
(N +1) +1)° - (n(n+D)* =n? +(n+1)>

Per tant, n? +(n+1)? +(n(n +1))* = ((n+1)+1)*.
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6.- Demostreu que hi ha infinits multiples de 11 en la serie:
200620062006.......... 2006.

Solucio:
Siga N = 20062006 .....2006 = 2006(1+10* +108 +...+10%)

2006 © 4(mod11)
1042 © (- 1)*3(mod11) © Ymod11)

Sik=1Im-1"mi N

20062006 .....2006 = 2006(1+10* +10° +... +10%*™ Yy o 4§i+ +1g(mc‘)d11) 0
(4]

© 4(11m)(modll) °© O(modl]).

Aleshores, 2006(1+10% +10% +... +104™ YY) és maltiple de 11 "m1 N.
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7.-Proveuquesi a>0,b>0, (n- Da" +b" 3 nxa™'b.

Solucio:

Ho provarem per induccié completa:
Sin=1:

0xa'+b!3 1xa’b

b3b.

Suposem la propietat certa per a n =k, aleshores:
(k- Dak +b* 2 kxa“,obé: (k- Da* 2 kxa*'b- b*.

Demostrem la propietat pera n=k +1:

kxak* + bk = (k - 1)x@ ™t + 2k + b * = (k - 1)aka+ak+l+bk+lf”(k xa 1 - bk)i+ak+l +pkHL 3
3 kxakb_ bka+ak+l+bk+l 3

3 (k+1)akb- b*a+a*t +b*" - akp 3

3 (k+1)xab+ak(a- b)+b*(b- a)?

3 (k+1)xab + (a* - b*fa- b)?

3 (k+D)xakb + (ak L +a* 2 +.... +ab* b +b** fa - b)(a- b)? (k +1)a“b.



8.- Proveu que ni>n? quan n3 4.

Solucio:

Ho provarem per induccio:

Sin=4;

41= 4:3:2:1=24, 42 =16, aleshores, 4!> 42,

Suposem certa la propietat per a n =k, aleshores, k!>k?.

Demostrem la propietat pera n=k +1:
(k+Dh4k+DH%k+nW.

Si provem que n? >n+1 quan n3 4 tindrem provat I'exercici:

Ho farem per induccio:
Sin=4;
42 >5

Suposem certa la propietat per a n =k, aleshores, k? >k +1.

Demostrem la propietat pera n =k +1:
(k+1)? =k? +2k+1i|k+1+2k+2=k+2+2k >k +2.

Aleshores:
(k+ D)1= (k +Dki>(k +1k? >(k+D(k +1) =(k +1)2.
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9.- Proveu que 72" +16n - 1 és mdltiple de 64 per a tot n natural.

Solucio:
Ho provarem per induccio:
Sin=1:

7% +16n- 1= 64 ° 0(mod64)
Suposem la propietat certa per a n =k, aleshores:
7% +16k - 1° 0(mod64). Per tant, 72¢ © 1- 16k(mod64).

Demostrem la propietat pera n =k +1:

7204 1 16(k +1) - 1= 7% x49 +16k + 16 - 1&49(1- 16k )+ 16k +16 - (mod64) ©
0 16k :(- 48)+ 49 +16 - (m0d64) © - 64(12k - 1)(mdd64) © O(Mod64)

Aleshores, 72¢"% +16(k +1) - 1 és mdltiple de 64.
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10.- Demostreu que 9+i +£+i+ .......... +n;1 =1- 1 per a tot n natural.
r 20 3 4 n! n!
Solucio:
Ho provarem per induccio:
Sin=1:
9=0, 1- E=0,a|eshores, 9=1- 1
1 1 1 1
Suposem la propietat certa per a n =k, aleshores:
0.1 2 3 k-1_. 1
e +——=1- —.
r 21 3 4 k! k!
Demostrem la propietat pera n =k +1:
0 1 2 3 k-1 k . 1 k _ (k+D!- (k+D)+k _
—+—=+—=+—+ ... +——+ =1-—+ = =
1 20 3 a4 K (k+Da K (k+D)! (k +1)!
_(k+1)!-1_l_ 1
(k +1)! (k+1)!°

Aleshores la propietat és certa per a tot n natural.



