Ricard Peir6 i Estruch

Problemes nombres 8

1.- Siga a, =2" +22" +2%" nl N.

a) Demostreu que "n1 N, a,,, éscongruent a, modul 7.

b) Determineu els valors de n que verifiquen que a, €s divisible per 7. Apliqueu el
resultat obtingut per esbrinar si els nombres que en sistema de numeracio de base 2
s'escriuen 1110 ,, 1010100 (,, i 1001001000 , son divisibles per 7.

Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:
a)
Q- @, =203 42246 4 3t0 ( n 4 o2n +23n):

= 7% + 6302 +5110%" = 7(2" + 902 +73 % |0 omod7).
Aleshores, a,,, és congruent a, modul 7.

b)
Aplicarem el teorema de Fermat: (si p és primer, a* © (mod p) ):

Siga n =6k
a, = 2" +22 +2% =< + (22 ) + ) 0 141 +1mod7) ° 3(Mod7).

Siga n=6k +1:
— on 2n 3n — [~k |° 2k 16 52 3k |53 N N
a,=2"+2"+2 —(2)2+(2 )2 +(2 )2 °©2+4+8(mod7)° 0(mod7).

Siga n=6k+2:
_ on 2n 3n _ [ok 1852 2% )% 54 3k P H6 N N
a,=2"+2"+2 —(2 ) 2 +(2 )2 +(2 )2 © 4+16+1mod7) ° 0(mod7).

Siga n=6k +3:
—on 1920 L 530 _ [ok |53 2% )P 56 3k )6 59 5 A
a, = 2" +22 +2% = (2¢ 23 + (2% ) 20 + (23 29 © 8 + 1+ 8(mod7) © 3(MoAT).

Siga n=6k +4:
— on 2n an — [ok B Ha 2k 858 3k 16512 5 .
a,=2"+2"+2 -(2 ) 2 +(2 )2 +(2 )2 ©16 +4 +1(mod7) ° 0O(mod7).

Sigan=6k+5:

—on L o2n L 93n — [k 855 2 |6 510 3k | 515 . .
a,=2"+2"+2 —(2 ) 2 +(2 ) 2 +(2 ) 27 ° 32+16 +8(mod7) ° 0(mod?7) .
Aleshores a, és divisible per 7 quan n=6k+1, n=6k+2, n=6k+4, n=6k +5.
1110, = 2" +2* +2°% en aquest cas n =1, aleshores 1110, és mdltiple de 7.

1010100, =2% +2* +2°, en aquest cas n = 2, aleshores 1010100 , és miltiple de 7.

1001001000 , =2° +2° +2°, en aquest cas n = 3, aleshores 1001001000 , no és
multiple de 7.
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2.- Proveu que (274f - (253)° és muiltiple de 37.
Oposicions Castella la Manxa 2006.

Solucio:
Aplicarem el teorema de Fermat: (si p és primer, a** © 1(mod p) ):
37 és un nombre primer:

(274) =27% o ymod37).

(252) =5% © ymod37).

(274) - (25°) © 1- xmod37) ° O(Mod37).
Aleshores, (27“)9 - (253)6 és mdltiple de 37.



3.- Donada la seguent configuracié de nombres naturals

1
2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16

a) Determineu la suma S dels nombres situats en la n-esima fila.
b) Calculeu lim 6/50a - 3/5.):
n
Oposicions La Rioja 2006.
Solucio:

a)
Els primers elements de les files son 1, 2, 5, 10, 17
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Que sobn els elements segulents dels quadrats perfectes comencant en 0

El primer element de la filan és (n- 1 +1.
En cada fila hi ha 2n- 1 nombres naturals consecutius.

Aleshores I'Gltim nombre de la filan és (n- 1) +1+2n - 2 =n?

La suma de tots els nombres de la fila n (suma d’una progressio aritmética de primer

terme (n- 1)* +1, darrer terme n? iamb 2n- 1 sumands) és:
_(n- 17 +1+n?

sn_ (@n-1=[?-n+12n-1).

( -n+1)(2n-1)=2n3-3n2+3n-1.
a=2(n+1)° - 3(n+1)?+3(n+1)- 1=2n°+3n? +3n+1.

Aprofitarem la igualtat algebraica A3 - B3 =(A- B)(A?2 +AB +B3):

hm(g/s_ s)- Al&%/S—+,/S s, +§/s_
n+l

6n% +1
= lim

9% 3fon3 + 302 +3n +1)? +3(2n° +2n? +3n+1)(2n - 3n? +3n- 1) +3/(3n - 3n% +3n- 1)?

Dividint numerador i denominador per n?:
—3

_ 6
Ya+3a+4a



4.- Siguen k,p,nT N,amb O£k Ep£n.

a) Demostreu que g %p Eg—gi%io.
a @

G0 ab e - lo ab (e

b) Demostreu queg Q}?pg €150 15 gﬁp 2;25 """ gpﬁ 0

Oposicions Andalusia 2006.

Solucid:

a)

ad_  n

gkg‘ Kin - k)!

amen- ko_ nl (n- k)! : n!

BEp- k5 K- K1 (p- KN~ p)l  Kip- K)n- )l

P 0_ p! n! n!

Sips Kip- K pn- p)l Kixp- K- p)!-
- ko ap@Emo

Aleshores, gép kg gkgpg

b
A)plicant la propietat a)

om0 abdem- 10 a8 (el +33f:,'81§l-
§02§pg G1%- 15 %2%0 2g """ D o

aPpoen0 oplen

goépg glépg gzgog ..... ?%%Z
gpégog %1 gZE, ..... g%:

:g :(1+1) =

om0
=2 gpz

!Zf
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B 2pgpﬂ
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5.- Proveu:

a) nl<n"™ quan n3 2.

b) 2" <nl quan n3 4.

c) LB +3*+53+....+(2n- 1% =n?2n?- 1) quan n31.

Solucio:

a) Ho provarem per induccié completa:
Sin=2, 21<2?.

Suposem que sin=k, ki<k*, k3 4
Provem la propietat pera n=k +1.
(k+D!=(k +1)k!§kk(k +1)

k¥ < (k +D.
Aleshores, (k+1)!=kk(k +1) < (k +D2(k +1) = (k + D™,

b) Ho provarem per induccié completa:
Sin=4, 2* <4 jaque 16 <32.

Suposemquesin=k, 2K<kl k3 4.
Provem la propietatpera n=k +1.

2K+ = gk x2|jk!>2 <kixk +1) = (k +1)!.

¢) Ho provarem per induccié completa:

Sin=1, 1® =12(2x?- 1).

Suposemquesin=k, 13 +3% +53+ ... +(2k - 1)°® =k?(2k? - 1).
Provem la propietatpera n=k +1.

1P +3%+5%3+....+(2k-1)° +(2k+1)3|jk2(2k2 -+ (2k+1)3 =

= 2k* +8k® +11k? +6k +1
(k+D2(2(k +D? - 1) = 2k* +8k> +11k? +6k +1.
Aleshores, 1* +3% +53 + ...+ (2k - 1) +(2k +1)° =(k +1)?(2(k +1)? - 1).



6.- Ens donen una funci6 f que, per tot nombre natural n, compleix:

i (1) = 2006

%f(1)+ f(2) + f(3) +.... + f(n) = n® xf(n)
Trobeu f(2006) i raoneu la resposta.
Olimpiada Anglaterra.

Solucié:
Sigan3 2.
fQ+f(2)+....+f(n-1) = +1(n- DHf(n)
fQ+f(2)+....+f(n- 2)=n(n- 2)f(n- 2
Restant ambdues igualtats:
f(n-1) =(m+1)(n- Df(n) - n(n- 2)f(n- 1)
@+n(n- 2)f(n- 1) =(n+DH(n- Hf(n)
(n- D2f(n- 1) = (n+2)(n- Df(n)
Simplificant:

fn) _n-1

=—— perans 2.
fn-1) n+1

f(2) 1
(1) 3
f(3) _ 2
i2) 4
4.3
f(3) 5

fn-1) _n-2
f(n-2) n
fn) _n-1
fn-1) n+1
Multiplicant les (n- 1) expressions:
f(n) _ 1XxXx8x..xn-1) _1Rxn-D! _ 2
f(1) 3x5x..nxn+l)  (n+)!  (n+Dn
Aleshores:

f(n) =

(n+Dn @

f(n) = 2006
(n+Dn
Aleshores:

f(2006) = 2 2

2006 = ———.
(2007)2006 2007

Ricard Peir6 i Estruch
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7.- Siga S un conjunt amb n elements. Proveu que el nombre de parelles (A, B) on A i

B sén subconjunts de X, A és subconjuntde Bi A! B ésiguala 3" - 2".
Oposicions Balears 2006.

Solucio:
Siga X ={1,2,3,.....,n} conjunt de n elements.

El cardinal dels subconjunt de k elements d’'un conjunt de m elements és:
geng
¥

el cardinal de tots els subconjunts de k elements d’un conjunt de m elements i k menor
gue m és:
"Slano & amo
> i=ég T-1=(1+1)"-1=2"-1
Kg

Siga B un conjunt de cardinal m, en total hi ha ?2 distints en X
Mg

Donat B hiha 2™ - 1 conjunts distints per a A.
Aleshores el cardinal dels parells (A, B) és:

n
[o]

. s 5
Qg 2" D=8F 2" A ==Y - @41 =32
m=08Mg -0€Mg m=0€''Qd



8.- Determineu les solucions naturals per a m, n de I'equacio:

ni+1= (ml- 1)2.
Olimpiada Espanyola 2002. Fase Local Valéencia.

Solucio:

Notemque n>miamésamésm?3 3
ni+1=(m!)? - 2(m)+1

nl=(m!)? - 2(m!)

ni=m! (m!- 2)

n(n - 1) x....Xm +1) xm!=m! (m!- 2) 1)
nn-1:...(m+)=ml-2

m 3 3 per tant m! és mdultiple de 3, aleshores,
m!- 2 no és multiple de 3.
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Per tant, en el primer terme de I'expressio (1) no poden haver més de 2 factors.

Suposem que en I'expressio (1) hi ha només un factor, aleshores tindriem que:

n=m+1
m+1=m!-2 que només té la soluci6 m=3.
Per tant, la soluci6 de I'equacié seria m=3, n=4.

Suposem que en I'expressio (1) hi ha dos factor, aleshores tindriem que:

n=m+2

(M+2)(m+1)=ml-2

m? +3m+2=ml-2

m? +3m- ml=4

mm+3-(m-1!)=4

Com que m 3 3 I'Unica soluci6 seria m=4
4(4+3-(3))=4

Aleshores, n =6

Pero:

6l+11 (4-1)2, 720 +11 (24 - 1)2.

Aleshores, I'Unica soluci6 és m=3, n=4.
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9.- El nombre N és de la forma 10+multiple de 19. Demostreu que no pot ser ni
guadrat i cub perfecte.
Societat Romanesa de Matematiques.

Solucio: A
N=10+19k, kT N, N©° 10(mod19).

Suposem que N és un quadrat perfecte:

N =m?

m=19r+s, 0£s<19

Estudiem les congruéncies de m? modul 19.

Si s =0, m?° 0(mod19)

Sis=1, m?° 1(modL9)

Sis=2, m?°22(mod19)° 4(mod19)

Si s =3, m?° 32(mod19)° 9(modi9)

Sis=4, m?° 42(modl9)° 16(mod19)

Sis=5, m?° 52(mod19)° 6(modl9)

Sis=6, m?° 62(mMod19)° 17(mod19)

Sis=7, m?° 72(mod19) ° 11(mod19)

Sis=8, m?° 82(mod19)° 7(modl9)

Sis=9, m?° 92(mod19)° 5(modl9)

Si s =10, m?° 102(mod19) ° (- 9)?(mod19)° 5(modl19)
Si s =11, m?° 112(mod19)° (-8)?(modd19)° 7(modl9)
Sis=12, m?° 122(mod19)° (- 7)*(mod19)° 11(mod19)
Si s =13, m?° 13?(mod19) ° (- 6)%(modL9) ° 17(mod19)
Si s =14, m?° 142(mod19) ° (- 5)?(mod19)° 6(mod19)
Si s =15, m?° 152(mod19) ° (- 4)?(modL9) ° 16(mod19)
Sis=16, m?° 162(mod19) ° (- 3)?(modl9)° 9(mod19)
Sis=17, m?° 172(mod19) ° (- 2)?>(mod19)° 4(modi9)
Si s =18, m?° 182(mod19) ° (- 1)?(mod19) ° (mod19)

Aleshores m? no és congruent 10 modul 19 aleshores N no pot ser un quadrat
perfecte.

Suposem que N és un cub perfecte:

N=m?3

m=19r+s, 0£s<19

Estudiem les congruéncies de m® modul 19.
Sis=0, m®° 0(mod19)

Sis=1, m?° 1(modL9)

Sis=2, m*®° 23(mod19)° 8(modi9)
Sis=3, m*®° 3*(mod19)° 8(modi9)
Sis=4, m®° 43(modl9)° 7(mod19)
Sis=5, m*®° 53(mod19)° 11(mod19)
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Sis=6, m*° 63Mmod19)° 7(modi9)

Sis=7, m*° 73(mod19) ° 1(mod19)

Sis=8, m*° 83(mod19)° 18(mod19)

Sis=9, m?®° 93(mod19)° 7(modi9)

Si s =10, m*®° 103(mod19) ° (- 9)3*(modL9) ° - 7(mod19) © 11(mod19)
Si s =11, m?®° 113(mod19)° (- 8)*(mdd19)° - 18(modl9) © Ymod19)
Sis=12, m?®° 123(mod19)° (-7)*(mod19)° - 1(mod19)° 18(mod19)
Si s =13, m?®° 133*(mod19) ° (- 6)3(modL9)° - 7(mdd19)° 12(mod19)
Si s =14, m?®° 143(mod19) ° (- 5)*(modL9)° - 11(mod19) © 8(mod19)
Si s =15, m?®° 153(mod19) ° (- 4)3*(modL9)° - 7(mod19)° 12(modl9)
Sis =16, m*®° 163(mMod19) ° (- 3)3(modL9) ° - 8(Mod19) © 11(mod19)
Sis=17, m?®° 173(mod19) ° (- 2)*(mod19)° - 8(mod19)° 11(mod19)
Si s =18, m?®° 183(mod19) ° (- 1)*(mod19)° - Amod19)° 18(mod19)
Aleshores m* no és congruent 10 modul 19 aleshores N no pot ser un cub perfecte.
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2 2

P és un nombre enter, aleshores

10.- Siguen p i g nombres primers tals que iq

pP=q.
Solucio:
A L ., . p?+g®+2pg- 2
P~ "9 &sun nombre enter si i només si =4 7<P4- 94

pP+q pP+q

few 2PQ
nomes si % €s un nombre enter.
p+q

és un nombre enter, si i

Per tant p + g divideix a 2pqg.

Els divisors de 2pq sén 1, 2, p, 4, 2p, 29, pg, 2pg.

Si p+qg =1 ésimpossible ja que p,q3 1.

Si p+qg=2 implicariaque p=q=1.

Si p+qg=p implicaria que q =0, que és una contradiccio.

Si p+q=q implicaria que p =0, que és una contradiccio.

Si p+qg=2p implicariaque p=q.

Si p+qg=2q implicariaque p=q.

Si p+q=pq aleshores, p=q(p- 1) comque piqsonprimersp=q=2
Si p+q=2pqg aleshores, p=q(2p-1) com que piq soén primers, aleshoresp =q, 0
bég=1, p=2p-1.Pertant, p=q=1.



