
Ricard Peiró i Estruch 

Problemes nombres 8 
 
1.- Siga n3n2n

n 222a ++= , Nn∈ . 
a) Demostreu que Nn ∈∀ , 3na +  és congruent na  mòdul 7. 
b) Determineu els valors de n que verifiquen que na  és divisible per 7. Apliqueu el 
resultat obtingut per esbrinar si els nombres que en sistema de numeració de base 2 
s’escriuen 2(1110 , 2(1010100 , i 2(1001001000  són divisibles per 7. 
Oposicions Extremadura 2006. 
 
Solució: 
a) 

( ) =++−++=− +++
+

n3n2n9n36n23n
n3n 222222aa  

 ( ) )7mòd(o2732927251126327 n3n2nn3n2n ≡⋅+⋅+=⋅+⋅+⋅= . 
Aleshores, 3na +  és congruent na  mòdul 7. 
 
b) 
Aplicarem el teorema de Fermat: (si p és primer, )pmòd(1a 1p ≡− ): 
 
Siga k6n = : 

( ) ( ) ( ) )7mòd(3)7mòd(111222222a
6k36k26kn3n2n

n ≡++≡++=++= . 
 
Siga 1k6n += : 

( ) ( ) ( ) )7mòd(0)7mòd(842222222222a 36k326k26kn3n2n
n ≡++≡++=++= . 

 
Siga 2k6n += : 

( ) ( ) ( ) )7mòd(0)7mòd(1164222222222a 66k346k226kn3n2n
n ≡++≡++=++= . 

 
Siga 3k6n += : 

( ) ( ) ( ) )7mòd(3)7mòd(818222222222a 96k366k236kn3n2n
n ≡++≡++=++= . 

 
Siga 4k6n += : 

( ) ( ) ( ) )7mòd(0)7mòd(1416222222222a 126k386k246kn3n2n
n ≡++≡++=++= . 

 
Siga 5k6n += : 

( ) ( ) ( ) )7mòd(0)7mòd(81632222222222a 156k3106k256kn3n2n
n ≡++≡++=++= . 

Aleshores na  és divisible per 7 quan 1k6n += , 2k6n += , 4k6n += , 5k6n += . 
 

321
2( 2221110 ++=  en aquest cas 1n = , aleshores 2(1110  és múltiple de 7. 

 
642

2( 2221010100 ++= , en aquest cas 2n = , aleshores 2(1010100  és múltiple de 7. 
 

963
2( 2221001001000 ++= , en aquest cas 3n = , aleshores 2(1001001000  no és 

múltiple de 7. 



Ricard Peiró i Estruch 

2.- Proveu que ( ) ( )6394 2527 −  és múltiple de 37. 
Oposicions Castella la Manxa 2006. 
 
Solució: 
Aplicarem el teorema de Fermat: (si p és primer, )pmòd(1a 1p ≡− ): 
37 és un nombre primer: 

( ) )37mòd(12727 3694 ≡= . 

( ) )37mòd(1525 3663 ≡= . 

( ) ( ) )37mòd(0)37mòd(112527
6394 ≡−≡− . 

Aleshores, ( ) ( )6394 2527 −  és múltiple de 37. 
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3.- Donada la següent configuració de nombres naturals 
      1       
    2  3  4     
  5  6  7  8  9   
10  11  12  13  14  15  16 
…. …. …. …. …. …. …. 
a) Determineu la suma nS dels nombres situats en la n-èsima fila. 

b) Calculeu ( )3
n

3
1n

n
SSlím −+

∞→
. 

Oposicions La Rioja 2006. 
 
Solució: 
a) 
Els primers elements de les files són 1, 2, 5, 10, 17 
Que són els elements següents dels quadrats perfectes començant en 0 
El primer element de la fila n és ( ) 11n 2 +− . 
 
En cada fila hi ha 1n2 −  nombres naturals consecutius. 
 
Aleshores l’últim nombre de la fila n és ( ) 22 n2n211n =−++−  
 
La suma de tots els nombres de la fila n (suma d’una progressió aritmètica de primer 
terme ( ) 11n 2 +− , darrer terme 2n  i amb 1n2 −  sumands) és: 

( ) ( ) )1n2(1nn)1n2(
2

n11n
S 2

22

n −+−=−++−= . 

b) 
( ) 1n3n3n2)1n2(1nnS 232

n −+−=−+−= . 

1n3n3n21)1n(3)1n(3)1n(2S 2323
1n +++=−+++−+=+ . 

 
Aprofitarem la igualtat algebraica )BABA)(BA(BA 3233 ++−=− : 

( ) =
++

−
=−

++

+

∞→+∞→ 3 2
n

3
n1n

3 2
1n

n1n

n
3

n
3

1nn SSSS

SS
límSSlím  

=
−+−+−+−+++++++

+=
∞→ 3 2223 23233 223

2

n )1n3n3n3()1n3n3n2)(1n3n2n2()1n3n3n2(

1n6
lím

Dividint numerador i denominador per 2n : 
3

433
2

444

6 =
++

= . 
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4.- Siguen Nn,p,k ∈ , amb npk0 ≤≤≤ . 

a) Demostreu que 








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b) Demostreu que 



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Oposicions Andalusia 2006. 
 
Solució: 
a) 

)!kn(!k
!n

k
n

−⋅
=







  

)!pn()!kp(!k
!n
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)!kn(
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Aleshores, 



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


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b) 
Aplicant la propietat a) 

=

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
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5.- Proveu: 
a) nn!n <    quan 2n ≥ . 
b) !n2n <    quan 4n ≥ . 
c) )1n2(n)1n2(.....531 223333 −=−++++  quan 1n ≥ . 
 
Solució: 
a) Ho provarem per inducció completa: 
Si 2n = ,  22!2 < . 
Suposem que si kn = ,  kk!k < ,  4k ≥  
Provem la propietat per a 1kn += . 

)1k(k!k)1k()!1k( k

HI
+<+=+  

kk )1k(k +< . 

Aleshores,  1k2k )1k()1k()1k()1k(k)!1k( ++=++<+=+ . 
 
b) Ho provarem per inducció completa: 
Si 4n = ,  !424 < , ja que 3216 < . 
Suposem que si kn = ,  !k2k <    4k ≥ .  
Provem la propietat per a 1kn += . 

)!1k()1k(!k2!k222
HI

k1k +=+⋅<⋅<⋅=+ . 

 
c) Ho provarem per inducció completa: 
Si 1n = ,  )112(11 223 −⋅= . 

Suposem que si kn = ,  )1k2(k)1k2(.....531 223333 −=−++++ . 
Provem la propietat per a 1kn += . 

=++−=++−++++ 322

HI

33333 )1k2()1k2(k)1k2()1k2(.....531  

1k6k11k8k2 234 ++++=  
1k6k11k8k2)1)1k(2()1k( 23422 ++++=−++ . 

Aleshores, )1)1k(2()1k()1k2()1k2(.....531 2233333 −++=++−++++ . 
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6.- Ens donen una funció f que, per tot nombre natural n, compleix: 





⋅=++++

=

)n(fn)n(f....)3(f)2(f)1(f

2006)1(f
2

 

Trobeu f(2006) i raoneu la resposta. 
Olimpíada Anglaterra. 
 
Solució: 
Siga 2n ≥ . 

)n(f)1n)(1n()1n(f....)2(f)1(f −+=−+++  
)1n(f)2n(n)2n(f....)2(f)1(f −−=−+++  

Restant ambdues igualtats: 
)1n(f)2n(n)n(f)1n)(1n()1n(f −−−−+=−  

)n(f)1n)(1n()1n(f))2n(n1( −+=−−+  

)n(f)1n)(1n()1n(f)1n( 2 −+=−−  
Simplificant: 

1n
1n

)1n(f
)n(f

+
−

=
−

 per a 2n ≥ . 

 

3
1

)1(f
)2(f

=  

4
2

)2(f
)3(f

=  

5
3

)3(f
)4(f

=  

.... 

.... 

n
2n

)2n(f
)1n(f −

=
−
−  

1n
1n

)1n(f
)n(f

+
−

=
−

 

Multiplicant les )1n( −  expressions: 

n)1n(
2

)!1n(
)!1n(21

)1n(n.....543
)1n(.....321

)1(f
)n(f

+
=

+
−⋅⋅

=
+⋅⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
=  

Aleshores: 

)1(f
n)1n(

2
)n(f

+
=  

2006
n)1n(

2
)n(f

+
=  

Aleshores: 

2007
2

2006
2006)2007(

2
)2006(f == . 
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7.- Siga S un conjunt amb n elements. Proveu que el nombre de parelles (A, B) on A i 
B són subconjunts de X, A és subconjunt de B i BA ≠  és igual a nn 23 − . 
Oposicions Balears 2006. 
 
Solució: 
Siga { }n,.....,3,2,1X =  conjunt de n elements. 
 
El cardinal dels subconjunt de k elements d’un conjunt de m elements és: 









k
m

 

 
el cardinal de tots els subconjunts de k elements d’un conjunt de m elements i k menor 
que m és: 

121)11(1
k
m

k
m mm

m

0k

1m

0k

−=−+=−







=







 ∑∑
=

−

=

 

 

Siga B un conjunt de cardinal m, en total hi ha 







m
n

, distints en X 

Donat B hi ha 12m −  conjunts distints per a A. 
 
Aleshores el cardinal dels parells (A, B) és: 
 

nnnn
n

0m

m
n

0m

m
n

0m

23)11()12(
m
n

2
m
n

)12(
m
n

−=+−+=







−








=−







 ∑∑∑
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. 
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8.- Determineu les solucions naturals per a m, n de l’equació: 
2)1!m(1!n −=+ . 

Olimpíada Espanyola 2002. Fase Local València. 
 
Solució: 
Notem que mn >  i a més a més 3m ≥  

1)!m(2)!m(1!n 2 +−=+  

)!m(2)!m(!n 2 −=  
( )2!m!m!n −=  

( )2!m!m!m)1m(.....)1n(n −=⋅+⋅⋅−               (1) 
2!m)1m(.....)1n(n −=+⋅⋅−  

 
3m ≥  per tant !m  és múltiple de 3, aleshores, 

2!m −  no és múltiple de 3. 
 
Per tant, en el primer terme de l’expressió (1) no poden haver més de 2 factors. 
 
Suposem que en l’expressió (1) hi ha només un factor, aleshores tindríem que: 

1mn +=  
2!m1m −=+  que només té la solució 3m = . 

Per tant, la solució de l’equació seria 3m = ,  4n = . 
 
Suposem que en l’expressió (1) hi ha dos factor, aleshores tindríem que: 

2mn +=  
2!m)1m)(2m( −=++  

2!m2m3m2 −=++  
4!mm3m2 =−+  

4))!1m(3m(m =−−+  
Com que 3m ≥  l’única solució seria 4m =  

4))!3(34(4 =−+  
Aleshores, 6n =  
Però: 

2)1!4(1!6 −≠+ ,  2)124(1720 −≠+ . 
 
Aleshores, l’única solució és  3m = ,  4n = . 
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9.- El nombre N és de la forma 10+múltiple de 19. Demostreu que no pot ser ni 
quadrat i cub perfecte. 
Societat Romanesa de Matemàtiques. 
 
Solució: 

k1910N += ,  Nk ∈ ,   )19mòd(10N ≡ . 
 
Suposem que N és un quadrat perfecte: 

2mN =  
sr19m += ,  19s0 <≤  

Estudiem les congruències de 2m  mòdul 19. 
Si 0s = ,  )19mòd(0m2 ≡  

Si 1s = ,  )19mòd(1m2 ≡  

Si 2s = ,  )19mòd(4)19mòd(2m 22 ≡≡  

Si 3s = ,  )19mòd(9)19mòd(3m 22 ≡≡  

Si 4s = ,  )19mòd(16)19mòd(4m 22 ≡≡  

Si 5s = ,  )19mòd(6)19mòd(5m 22 ≡≡  

Si 6s = ,  )19mòd(17)19mòd(6m 22 ≡≡  

Si 7s = ,  )19mòd(11)19mòd(7m 22 ≡≡  

Si 8s = ,  )19mòd(7)19mòd(8m 22 ≡≡  

Si 9s = ,  )19mòd(5)19mòd(9m 22 ≡≡  

Si 10s = ,  )19mòd(5)19mòd()9()19mòd(10m 222 ≡−≡≡  

Si 11s = ,  )19mòd(7)19mòd()8()19mòd(11m 222 ≡−≡≡  

Si 12s = ,  )19mòd(11)19mòd()7()19mòd(12m 222 ≡−≡≡  

Si 13s = ,  )19mòd(17)19mòd()6()19mòd(13m 222 ≡−≡≡  

Si 14s = ,  )19mòd(6)19mòd()5()19mòd(14m 222 ≡−≡≡  

Si 15s = ,  )19mòd(16)19mòd()4()19mòd(15m 222 ≡−≡≡  

Si 16s = ,  )19mòd(9)19mòd()3()19mòd(16m 222 ≡−≡≡  

Si 17s = ,  )19mòd(4)19mòd()2()19mòd(17m 222 ≡−≡≡  

Si 18s = ,  )19mòd(1)19mòd()1()19mòd(18m 222 ≡−≡≡  

Aleshores 2m  no és congruent 10 mòdul 19 aleshores N no pot ser un quadrat 
perfecte. 
 
Suposem que N és un cub perfecte: 

3mN =  
sr19m += ,  19s0 <≤  

Estudiem les congruències de 3m  mòdul 19. 
Si 0s = ,  )19mòd(0m3 ≡  

Si 1s = ,  )19mòd(1m3 ≡  

Si 2s = ,  )19mòd(8)19mòd(2m 33 ≡≡  

Si 3s = ,  )19mòd(8)19mòd(3m 33 ≡≡  

Si 4s = ,  )19mòd(7)19mòd(4m 33 ≡≡  

Si 5s = ,  )19mòd(11)19mòd(5m 33 ≡≡  
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Si 6s = ,  )19mòd(7)19mòd(6m 33 ≡≡  

Si 7s = ,  )19mòd(1)19mòd(7m 33 ≡≡  

Si 8s = ,  )19mòd(18)19mòd(8m 33 ≡≡  

Si 9s = ,  )19mòd(7)19mòd(9m 33 ≡≡  

Si 10s = ,  )19mòd(11)19mòd(7)19mòd()9()19mòd(10m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 11s = ,  )19mòd(1)19mòd(18)19mòd()8()19mòd(11m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 12s = ,  )19mòd(18)19mòd(1)19mòd()7()19mòd(12m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 13s = ,  )19mòd(12)19mòd(7)19mòd()6()19mòd(13m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 14s = ,  )19mòd(8)19mòd(11)19mòd()5()19mòd(14m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 15s = ,  )19mòd(12)19mòd(7)19mòd()4()19mòd(15m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 16s = ,  )19mòd(11)19mòd(8)19mòd()3()19mòd(16m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 17s = ,  )19mòd(11)19mòd(8)19mòd()2()19mòd(17m 333 ≡−≡−≡≡  

Si 18s = ,  )19mòd(18)19mòd(1)19mòd()1()19mòd(18m 333 ≡−≡−≡≡  

Aleshores 3m  no és congruent 10 mòdul 19 aleshores N no pot ser un cub perfecte. 
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10.- Siguen p i q nombres primers tals que 
qp
qp 22

+
+

 és un nombre enter, aleshores 

qp = . 
 
Solució: 

qp
qp 22

+
+

 és un nombre enter si i només si 
qp

pq2pq2qp 22

+
−++

 és un nombre enter, si i 

només si 
qp

pq2
+

 és un nombre enter. 

Per tant qp +  divideix a 2pq. 
Els divisors de 2pq són 1, 2, p, q, 2p, 2q, pq, 2pq. 
Si 1qp =+  és impossible ja que 1q,p ≥ . 
Si 2qp =+  implicaria que 1qp == . 
Si pqp =+  implicaria que 0q = , que és una contradicció. 
Si qqp =+  implicaria que 0p = , que és una contradicció. 
Si p2qp =+  implicaria que qp = . 
Si q2qp =+  implicaria que qp = . 
Si pqqp =+  aleshores, )1p(qp −=  com que p i q són primers 2qp ==  
Si pq2qp =+  aleshores, )1p2(qp −=  com que p i q són primers, aleshores qp = , o 
bé 1q = , 1p2p −= . Per tant, 1qp == . 
 
 
 
 
 
 
 


