Ricard Peir6 i Estruch

21.- En el joc dels parxis utilitzem un dau estandard de sis cares. Considera els
successos:

A=treure l, 2,3 04.

B= treure un cinc.

C=treure un sis.

Volem saber la probabilitat de eixir de casa (traient un 5) en una tirada tipica del
parxis.

Les regles diuen que quan treus un sis tornes a tirar, i que si et surten tres sisos
consecutius te'n vas a casa. Per sortir de casa, necessites un cinc a la primera, o bé
un sis i després un 5, o bé dos sisos i després un cinc.

Calculeu la probabilitat de poder sortir de casa en una jugada.

Solucio:
L'arbre del problema és:

1 Primerday ——————————————————= 1/6 .
\ - v3 _ (218
1234 - R
- |E|
]J'Iﬁ Segondan 1736 3
: o 215
= K%
1/6
&
['HG Temer dau 1/6 1}"2[6
1/6 "
1214

La probabilitat de eixir en una jugada és:
21,11 1.1 .1_ 43
p==+—X—+_x=_x—=——,
6 6 6 66 6 216
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22.- Un jugador de basquet ha de llangar dos tirs lliures.

Té una probabilitat 0’8 d’encertar el primer tir lliure.

Si encerta el primer, la probabilitat d’encerat el segon augmenta a 0’9, pero si falla el
primer, la probabilitat d’encertar el segon baixa a 0'6.

a) Hi ha independencia entre els dos tirs?.

b) Calculeu la probabilitat que encerte els dos tirs lliures.

c) Calculeu la probabilitat que n’encerte només un

d) Calculeu la probabilitat que n’encerte algun.

Solucio:

a)

Siga A = encertar el primer tir.

Siga B = encertar el segon tir.

P(A) =08 :g , P(A)=1- P(A) :%.

9 = 1
P(B|A)=09=—, P(B|A)=1-P(B|A)=—.
(BIA) o TEBIA) BIA) =15

P(B|K):0'6=§, PE|A)=1- P(B|K):§.

PB)=P((ACB)E (A CB))=P(ACB)+P(ACB) =P(B|A) *(A) +P(B | A) P(A) =

9 4 31 21
= Xt _—_x—=_,
10 5 55 25
P(B|A) ! P(B) aleshores, els successos son dependents.
b)
9 4 _18
P(ACB)=P(B|A)*P(A)=——x- ===,
(ACB) (I)()105 o
c)
P(acB)e (AcB)=P(ACB)+P(ACB) =P |A)P(A) +P(B| A)P(A) =
1 4 31 1
= X—F —X—=—
10 5 55 5
d)
- .= = = = 2.1_23
1- P(ACB) =1- PB| A)P(A)=1- =x= =22
(ACB) (B[ A)P(A) b
L’arbre del problema:
1r tir 2n tir

9
— encertar
encertar <

1 No encertar
10

3

- encertar

5

No encertar
2 No encertar

5
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23.- Des del punt mig d’'un costat d’un rectangle, es traca un segment fins el punt mig
del costat contigu. Des del punt mig del segment anterior es traca un altre segment fins
el vértex oposat. Es pinta de roig el 30% del triangle rectangle i el 20% de cadascun
dels quadrilaters que origina aquest segment.

a) Quina és la probabilitat que al llangar un dard caiga en zona roja? Es suposa que
tots els dards es claven en el rectangle.

b) Un dard ha caigut en la zona roja, quina és la probabilitat que estiga dins del
triangle?.

c) Si en lloc de tracar el segment de del punt mig, ho fem de d’un punt qualsevol de la
hipotenusa, trobeu la probabilitat que el dard caiga en el quadrilater de menor area en
funcié de la proporcié entre la longitud del segment menor en que s’ha dividit la
hipotenusa i la longitud d’aguesta.

Oposicions de Valéncia 2004. D

Solucié:

Siga ABCD un rectangle a=AB, b=AD. N
Siga M el punt mig del costat AB . B
Siga N el punt mig del costat AD.

Siga P el punt mig del segment MN .

D A il

Calculem les arees del triangle AMN i el quadrilater NPCD.
s - AM>AN _ab

AMN 2 38

ab
ab- —

S _Sheco - Sanm _ g _7ab _

NPCD 2 2 16
Siga T = Caure en zona roja.
Siga R, = caure en el triangle AMN .
Siga R, = caure en el quadrilater NPCD .
Siga R, = caure en el quadrilater MBCP .

ab 7ab
P(R,) _Sam _ 8 -1 P(R,) =P(R.) _Sweep _ 16 _ 1
Spgep @b 8 Speep @b 16
30 3 1

P(T == = ==

(TIR)=T00 “107 PTIR2)= 100 5
a)
Aplicant el teorema de la probabilitat total:
P(T) =P(T|R,)P(R,)+P(T|R,) PR,)+P(TIR,) PR, = o + 1xt 4 1L 217

10 8 516 5 16 80

b)
Aplicant el teorema de Bayes:

3.1
P(T) g 17

80



c)

Siga P, tal que i:r, 0£r£1.
MN 2 L

Siga R el punt on la recta PC talla el costat AD.

PR D
Siga h =PQ [l'altura del triangle NRP.
Siga x=NQ, y=0QR.
Aplicant el teorema de tales als triangles semblants

D D
NQP, NAM :

2|3l
Z||©
I
=
>
I
I
=

N|o|x N |z

I

2[ 3

Z|| T
I
=
x
1
|
L

D
Aplicant el teorema de tales als triangles semblants QPR, DCR:

Eh+hx

h _2 _
b a’ 4 a-h

Er(r+1)
2 2-r1

X+y=—— .
y 22-r1

&E+x+y9a
32 g _abl+r

S = .
PRC 2 2 2-1
S _(x+yh _ab 3r?
NRP 2 8 2-r
Calculem I'area del quadrilater NPCD:

ab
Snpcp = Spre - Swre T ?(3r +2).

Siga X = Caure quadrilater menor .

Ricard Peir6 i Estruch

=

D

ab
2 XS \pep 2%(3"4-2) 3r+2
P(X) = = = .
ABCD ab 4
¢) Solucio 2
Sci :i =r.
Ssenv MN
agab ab abo_ 3
Scnm = Sascp - (SAMN +Syep +SMBC):ab' g t—t+t—7==2a
e8 4 44 8
_ _ 3
Scne = Senm —gabr.
_ab 3ab_ _ab

=—+t—r —?(2+3r).

Snpep = Snep tSene 2 3
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24.- Una maquina de jocs d’un casino té una pantalla en qué s’ofereix un esquema
com el de la figura. Per comencar el joc apareix una bola en el punt

S. A cada impuls que rep del jugador, aquesta bola es mou fins una

de les lletres immediates amb la mateixa probabilitat per a

cadascuna d’elles.

La partida finalitza al océrrer el primer dels dos fets seglents: A
a) La bola torna a S i aleshores el jugador perd.

b) La bola arriba a G i aleshores el jugador guanya.

Es demana la probabilitat que el jugador guanye i la duracié mitjana

de las partides.

Oposicions Galicia 2005.

C

Solucié6 (F. Bellot)
Podem representar el desenvolupament del joc mitjangant un diagrama d’arbre:

1

1/3
A 13

13

——] ,Jﬁ (o]

5 h B
b besd bo b od b ¢

La probabilitat que el joc tinga longitud 2 és 3

La probabilitat que el joc tinga longitud 4 és :l L1, 202=—
3 2 3 3
127

. . . . 1 1 1
La probabilitat que el joc tinga longitud 6 €S :—¢—¢ =222« —_=—_ etC.,
P g : 9 9 323 3 3

n-1
en general la probabilitat que el joc tinga longitud 2n és:

Aleshores, la duracié mitjana M d’un joc és la suma de cada longitud per la probabilitat
respectiva :

¥ n-1 ¥ , N
Mzé_ 2n 2n=é_(§gg °n
n=1 3 n=1 e3g
série aritmetico-geometrica que es suma pel mateix métode que la geométrica:
&0
M- 2m=M_2,e30 _,, M=23=6
3 3 3 ;2

La probabilitat P de guanyar sera la suma de les probabilitats de guanyar en 4 passos
meés la que guanye en 6 passos ...etc.:

1 2 2° 1
+ ... .



Ricard Peir6 i Estruch

25.- Es realitza un joc entre dos jugadors A i B.

En cada partida, la probabilitat de guanye A és p, la probabilitat que guanye B és q, la
probabilitat que queden en taules (empat) és r.

Guanya el joc el jugador que guanye dues partides.

Calculeu la probabilitat que guanye el joc A.

Oposicions de Galicia 2005.

Solucié: Me la va passar Oscar Ferreira.

Definim els successos:
A, =guanya el joc A havent guanyat B una partida .

A, =guanya el joc A sense haver guanyat B cap partida .

A =guanya el joc A .

A, =guanya el joc A enlai- ésima partida havent guanyat B una partida

A,, =guanya el joc A enlapartida i- esima sense haver guanyat B cap partida
Els successos A, , A, son incompatibles.

Els successos A,, A, son incompatibles dos a dos.

A=A EA, :( 3 Ail)E( =2 Aio)-

¥
Calculem P(A,) = é P(A;o).
i=2
Una de los formes possibles en que pot aparéixer A, amb (i- 2 T taules) és:
TATTTT...TA sense aparéixer B cap vegada i una A al final. Els casos favorables sén
i- 1 llocs que poc ocupar la A.
2

La probabilitat d’aquest succés és r'-2 »p2.

¥ ¥
[o] o . i-
P(A)=Q P(Ap)=q (- Dx"?op?.
i=2 i=2
Calculem aquesta suma:

¥
Siga S=g (- 1)x"2.
i=2
S=1+2r+3r2+4r3 +........
XS =r+2r2+3r3 +4rt +..........
Restant les igualtats:
S-r>XS=1+r+r2+r3 +.......
La suma infinita dels termes duna successio geomeétricaderadé 0<r <1

S-r>xS=1+r+r2 +r3 +....... =1
-r
1
Aleshores, S = 5
@-r)
Per tant,

¥
P(A,) = (i- X2 sp? =p? x— 2
(Ag) %(I )X P =p 1)
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¥
Calculem P(A)) = é P(A;) .

i=3
Una de los formes possibles en que pot aparéixer A, amb (i- 3, T taules) és:
TBATTTT...TA B guanya una vegada i una A al final. Els casos favorables son i- 1
llocs que poc ocupar la A.
Els cassos possibles son:

pred1t =D gy 0,

(i- 3)
La probabilitat de cada succés és r'3 xp? xq.
Aleshores:
PAAD=a P(Ay) =g (- D(i- 2)x"" " xq
i=3 i=2

Calculem aquesta suma:

¥
SigaS=g (- (- 2.

i=3
S=2+3Rx +4x3x% +5x43 + ...
XS =2r+3Rx2+43x3 +5x4x% +.........
Restant les dues igualtats:

S- xS =2+4r+6r2 480+ .. =2l +2r+ 32 440+, )22 _

2

Aleshores, S =

@-ry
_é’é CAV L -3 (12 sy — 2 2
P(Al)—g(l D(i- 2)x"" >p°>xq=p ><q><—(l_r)3-
Aleshores,

?(1- r)+ 2p*?
+p? g _p"@-n+2p°q

P(A)=P(A,)+P(A;) =p (1- 12 (1-1)8 (1-r)?
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26.- Escolliu a I'atzar un nombre entre {1,2,3, .......... ,n}. Calculeu:
a) La probabilitat p, que el nombre escollit siga divisible per k. Calculeu "(Ql P;.
n

b) La probabilitat p, que | nombre escollit no siga divisible ni per r ni per s, essentr, s
primers entre ells.
Calculeu Ilim p,.

n® ¥

c) La probabilitat p, que el nombre escollit sigaai a? - 1 siga divisible per 10.
Calculeu I|’|®11 Ps -
n

Solucio:

a)

Siga [x] = part entera de x .

Siga X, = el nombre escollit siga divisible per k.
Casos possibles n.

énu
k, 2k, 3K,....... ,rktalque rkE£n, r=4/
&kt
Casos favorables r = e_ng_
&kt
éni
_ gk
S
éna
]
imp, = I|m 8<u ,jaque —= n-1 enu£n
ne ¥ n®¥ n K ng Kk
b)

Siga X = nombre escollit no siga divisible ni per r ni per s.
mcd(r,s)=1, mcm(r,s) =rs

X=X, E X,
p, =P(X, EX_)=1- (P(X,) +P(X,)- P(X, C X.)).
X, C XS =el nombre escollit multiple deris =elnombre escollit és multiple de r xs.

Ll
r IS
P(X)—&, P(xs)—@, P(xrcxs)=%-
a&lénu lénu 1énud
p, =1- P(X,)+P(X,)- P(X, C X.))=1- E=a—n+=a-0- —a—ii
2 ( r s (r s)) gngra ngSH ngsug
& aeLenu 1ént 1énugo Aa 1 16 14 106
imp, =limCl- e(—a—n+—a-- —a—g== 1-&42. 2228 2% 22
v P2 T v B & T n &S nGsls, & s 1sg & & Sp
C)

Si a? © (mod 10) aleshores, a° 1(mod10) o bé a® 9(mod 10).
Es a dir, el nombre a és acabat amb 1 0 amb 9.
Sigan=10k+m, m=0, 1£m<9, m=9
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Aleshores, la probabilitat és:

12K sim=0
i N
12k+1 .
ps:ll SilEm<9.
i
}2k+2 sim=9
I n
e 1
En tots tres casos: imp, = =.
n® ¥ 5
k="M
10
n
2
Sim=0 lim2X=_10_1
n®¥ N n 5
n-m
2 +1
Si 1£m<9 lim 2X*1_ —fip-m+5_1
ne¥ n n ne¥  bn 5
n-9
2——+1
Sim=g m2X*2-_10 _j,n-4_1
ne¥ n n ne¥ 5n 5
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27.- Siga un sorteig entre els numeros de 4 xifres del 0000 al 9999.
Guanya el numero que les dues primeres xifres sumen el mateix que les dues ultimes.
Calculeu la probabilitat de guanyar.

Solucio:
Casos possibles 10000.
La suma de dues xifres esta entre 0,1,2,......... ,18.

Sumes casos

0 18

0 17

0 16

0 15

014

0 13

012

011

N[OOI B |W[IN[F|O
O[N] |WIN -

0 10

9

=
o

Siga X, =suma de dues xifres siga i.
Siga n; =ndm. casos que la suma de dues xifres siga i.
Siga X = les dues primeres xifres sumen el mateix que les dues ultimes.

68
an’
PO =20 2§01 +27 432 +..... +97)+102 1 40411 9x0xX96_ 67
1000 10000 10000& 6 6 o 1000
1?2 +22 +3% + ... +p2 = NO+DEN+Y

6
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28.- Un cilindre circular recte homogeni es llanca a I'atzar sobre un planol horitzontal.
El radi del cilindre és r i I'altura és h.

Determineu la probabilitat que el cilindre caiga sobre la superficie lateral.

Calculeu la probabilitat que caiga sobre la superficie lateral si h = 2r.

Per a quins valors de h i r la probabilitat que caiga sobre alguna de les dues base o
gue caiga sobre la superficie lateral son iguals.

Solucio:
Com el cilindre és homogeni, el seu centre de gravetat coincideix

amb el centre de gravetat de I'esfera circumscrita al cilindre.

El cilindre caura sobre la superficie lateral si la projeccié del centre
de gravetat sobre la superficie intersecta la superficie lateral.

La probabilitat ve determinada per la superficie de la zona esférica
que afita la superficie lateral del cilindre.

Siga R el radi de 'esfera.
Aplicant el teorema de Pitagores: =

L’area de 'esfera és:

SEsfera = 4pR2 .

L’area de la zona de I'esfera és:

S, =2pRh.

a)

La probabilitat que el cilindre caiga sobre la superficie lateral és:
_ Szona _2pRh _ h _ h

SEsfera 4pR2 2R '\/hz +4r2 -

b)
Sih=2r.

Jarz w4z 2
C)

Les probabilitats sén iguals si p =

N

h 1

Jhrarz 2
Elevant al quadrat i simplificant:

3

2

S| =
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29.- Tenim sis boles de colors diferents que s’han de col-locar totes a I'atzar en tres
urnes U, U, i U,. Calculeu:

a) La probabilitat que la urna U, quede buida.

b) La probabilitat que vagen tantes boles a la urna com el nombre d’ordre de l'urna.
c) La probabilitat que totes les urnes estiguen ocupades.
Oposicions Catalunya 2005.

Solucié: Me la va donar Oscar Ferreira.
Siguen les boles {b,,b,,b,,b,,b.,b,}.

Casos possibles VR, =3°.

a

X)= la urna U, quede buida.

Sil'urna U, queda buida les boles han d’estar en les urnes U,, U,.
Casos favorables VR, , =2°.

La probabilitat del succés és:

b)
Y =Laurna U,, tinga 1 bola, que la urna U, tinga 2 boles i que la urna U, tinga 3
boles.

Les formes d’escollir una bola per a col-locar laen U, son Cg, = E@%: 6.
2
_ , o @0 _ bl
Alaurna U, posen 2 boles; les fornes d’escollir son C,, =¢ s=——=10
' %2,-2, 203!

, : ek a30
Les 3 que queden les posem en l'urna U,; les formes d’escollir son C,; = g3:= 1.
2

Els casos favorables son: C4, XCg, XC;; =6x104=60.

La probabilitat del succés és:

60 _ 20
6

P(Y) ===,
) =35 " 23
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c)
Siguen els successos:
S, =laurna U, quede buida .

S, =laurna U, quede buida .
S, =laurnaU, quede buida .
S=S,ES, ES; que alguna urna quede buida.

P(S)=P(S,ES,ES,)=

=P(S;) +P(S,) +P(S3)- P(S1 € S,)-P(S;: € S;3)-P(S, €S;3)+P(S; €S, CSy)
6

20 1fig3.

Per 'apartat a) P(S;) = ¢+
e3g

S, €S, =collocar totes lesboles enU,. P(S; CS,) :3i6 .

Analogament P(S, CS;) =3i6, P(S, ng)=3i6.
S,CS,CS, =/ Aleshores, P(S, ¢S, CS,)=0.
P(S) = P(Sl US,E Sa) =
=P(S,) +P(S;) +P(S3)- P(S: € S,)- P(S; € S3)- P(S,; €S3)+P(S; €S, CS;) =
,.6 .6 6
=380 . 380 40=2 ;1:6_3_
e3g e3g 3 3
S= gue totes les urnes estiguen ocupades.

= 63 _ 180
P(S)=1- P(S)=1- —=—"=.
) ) 3% 243
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30.- Una urna conté 3 boles blanques, 5 negres i 2 roges.

Dos jugador extreuen per tanda les boles d’'una urna sense reposicio.
Guanya el primer que trau bola blanca. Si apareix bola roja és empat.
Siguen, A, :{guanya elprimer que juga}, A, :{guanya el segon que juga},
B = {hiha empat}.

Calculeu P(A;), P(A,), P(B).

Solucio:
El diagrama d’'arbre del problema és:

1r jugador 2n jugador 1r jugador 2n jugador 1r jugador

3
XX

8
S
10
a8

7
3, 430_ 84

ﬂ
e
Y
N—r
1
=
%)
T
>
3
+
:
e
>
N
I}

2n jugador



