Ricard Peir6 i Estruch

41.- La durada en minuts d’una trucada telefonica de llarga distancia, s’assimila a una
variable aleatoria X amb una funcio de distribucio:
10 quanx £0
Fy(Xx) = ,l o 2 4 X . Es demana:
i —e?® quanx>0
a) L’'esperanca matematica o durada mitjana.

b) La probabilitat que la durada d’una trucada estiga compresa entre 3 i 6 minuts.
¢) Una trucada ja porta 3 minuts. Probabilitat que no passe dels 6 minuts.

Solucio:
Calculem la funcio de densitat de probabilitat f(x).

i 0 quan x £0
Fy (x) =f(x), aleshores: f(x) =}, -

-X
1§e3 +9e3 quanx >0 1
|

a) L'esperanca matematica és:
-2x -x

m= E(X)—Q x><f(x)dx-—Q xxe 3 dx+lQ X xe 3 dx.

-2X -2X 2X -2X -2X
.~ -3 — 3\— -3 - 9 —
3 :_ 3 — 3 :_X)e3 __e3
(6 | 2 203 2 4
u=x dx=dx
ﬁ - ﬁ el 3 i
dv =e 3 dx V:7€3 1
- X -X -X - X - X f(x)
Ore 3 dx=-3xxe3 +3¢p 3 dx :%xm?—%?

u=x dx=dx

dv=e3dx v=-3e

- X
3

+¥
Aleshores, m=E(X) = Q x X (x)dx = 2.
b)
Siga A = la durada d’una trucada estiga compresa entre 3 i 6 minuts.

2 1,6 2 1 ,0 €e*-2

P(A)= Fx(6)- Fx(3) =&~ e *- 222 F- Ze?- Ze?2=2 "2, 01104.
e 3 3 g e 3 3 g 3e

c)

Siga B = la durada de la trucada siga major de 3 minuts.
Siga C = la durada de la trucada siga menor de 6 minuts.

P(B)=1- F,(3) =1- gi-—e 1e10-242, 151
3 g 3 3

2 ., 1
P(C)=Fy(6)=1- —e* - Ze™?
(C) =F«(6) 3 3
e’-2
e-2
pc|B)=PBSC) _PA)_ 3e® _ e -2 454080,

PB) PB) 3*e e?(e+3)
3e?
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42 .- Escollim dos nombres a I'atzar entre 0 i 1. Quina és la probabilitat que el primer
siga meés gran o igual que el quadrat del segon i, al mateix temps, que el segon siga
més gran o igual que el quadrat del primer?.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(x,y) en el quadrat de costat 1
tal que

jx3y? " ;
1 2"

ty?x ‘
Els casos possibles son I'area del quadrat de costat 1 .

Els casos favorables és I'area de la regi6 dins del f
guadrat afitada per les paraboles I

x=y?, y=xZ. lUI”
La interseccio de les dues paraboles son els punts ﬂ”
(0,0), (1,2).

=
o

L'area afitada és:

L1
J 24x3 su 2 1 1
Q&- deX = X = X_u =—- —- 0 = — - I I-I q
3 3 H 3 3 3
0 L
La probabilitat del succés és: v

p:

HN|00|H

1
.
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43.- Tres persones A, B, C tiren successivament i en aquest ordre un dau. La primera
persona gue obté un 6 guanya la partida. Quines son respectives probabilitats de
guanyar.

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

Siga S =traure 6. N = no traure 6.
Siga T, = guanya A. Siga T, = guanyaB. Siga T. = guanya C.

Considerem el diagrama:

Llangament Llangament Llangament Llangament
de A de B deC de A
S
1
1 S
6
S
5
6 N

oo

1
6
N
3 N
6

El procediment es repeteix fins l'infinit:

_1 aéSo 1,850 1 _1® by abo abo , a0, ¢
P(T,) = +C—T = H 91+g—— — 4G .. H+Cr +.0
6ﬂ6 é6g 6 68 ebg ebg ebg ebg p
Aplicant la formula de la suma infinita d’'una serie geometrica de rad 8@2 :
ebg
.3
O<€;§9 <1 iprimerterme 1:
ebg
1 1 6° 36
P(TA)zg 3 6@3_£3 o1
&6g
51 6@(535 1 @628 51 3 &5628 &5638 o5 3n
P(Tg) === +G=% —=+C== —=+....... =—01+C—F +¢=F 40T 4. +C—F +
66 ¢gb6g 66 gbg 66 368 @6 ebg e6g ebg
5 1 5 6 30
36 a5 366%°-53 091
1- ¢

aé36 300 25

P(Tc) =1- P(T, ET,)=1- (P(T,)+P(Ty))=1 TRETIRT
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44.-Dos amics A i B competeixen en el mateix joc. A tira dos daus i guanya si la suma
de punts és 4, en cas contrari B tira els daus i guanya si obté com a suma de punts 6.
Si B no guanya A torna a tirar amb les mateixes condicions i aixi successivament fins
que un dels dos guanye. Calculeu:

a) la probabilitat que té A de guanyar.

b) La probabilitat que té B de guanyar.

Oposicions de Catalunya 2000.

Solucio:

Els casos favorables de traure suma 4 al llancar 2 daus sén 3
Els casos favorables de traure suma 6 al llancar 2 daus sén 5
Els casos possibles son 36.

Siga T, = guanya A. Siga T; = guanya B.

Considerem el diagrama:

Llangcament Llancament Llangament
de A de B de A
S
36
33
— N
36
31

El procediment es repeteix fins l'infinit:

_ 1 ,a813161 ad1310 1, 1 89 21319 adl 310 a1l 310
P(Ta) =——=+¢— T +e——=+C— +o+C— +
12 &1236912 &1236g 12 12 § el2 36g &12364 12 36 »

Aplicant la formula de la suma infinita d’'una série geometrica de rao, 113l

0< 1131 <1iprimerterme 1:
12 36

1 1 36
P(T)=———— =22,
12, 1131 91

12 36

36 _55
P(Ty)=1- P(T,)=1- > =22
(Tg) =1- P(T,) = o1 ol

-0

Q.l.-
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45.- Ai B realitzen el seguent joc: llancen un dau a I'aire, guanya A la tirada siix 1 6 2 i
guanya B en qualsevol altre cas. Acorden que guanyara el primer que guanye dues
tirades consecutives. Calculeu la probabilitat que té cadascun de guanyar.

Oposicions Catalunya 1998.

Solucié:
Siga A = guanyar A la tirada, B = guanyar B la tirada.

WM=%=%.P@F&-WM=§.

La probabilitat que guanye A es igual a la suma de la probabilitat que guanye A en una
tirada parella n =2k +2 iunatirada 2k +3, k=012,.....

La probabilitat que guanye A en una tirada parella és:

Ho @0y _a2o 1

O CU CO )

&30é30&3g &9 9

La probabilitat gue guanye A en una tirada imparella és:

oy @o @y 2

&3y &3g é3g &9g 27

La probabilitat que A guanye el joc és:

o)A Bl 4gi 2 g thed s 1 s
MEA e 9 AL, 27 & 27 A o, 27, 2 21U
9

La probabilitat que guanye B el joc és:

5 _16
P(Gg)=1-P(G,)=1- —=
(Gg)=1-P(GC)=1- o =—7-
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46.- Un examen consta de 20 preguntes, cada una amb quatre respostes perqué
lalumne en trie la correcta. Si cada pregunta correctament contestada val % punts,

quin valor negatiu cal atorgar a les respostes incorrectes per garantir la puntuacio
global 0 a aquell alumne que no sap absolutament res de la matéria d’examen i respon
a l'atzar.

Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:

La distribucio del problema és una variable binomial n =20, p= %

B0, 19
e 4o
L’esperanca de I'experiment és:

E(X):m:n>p:20><%:5.

La mitjana de respostes encertades és 5. La mitjana de no encertades és 15.
Siga p la puntuacio de cada pregunta mal encertada.
La nota volem que siga O:

5><%+15>p:0.

Resolent I'equacio:
_-1

6
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47.- Dos jugadors A i B, juguen alternativament amb probabilitats respectives de
guanyar en cada jugada a i b. El joc s’interromp quan un dels dos jugadors
aconsegueix la seua primera victoria . Suposant que A és el primer a jugar, establiu
una relacié entre a i b pergué el joc siga equitatiu,

Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:
Siga G, = guanyael joc A. Siga G, = guanya el joc B.

Considerem el diagrama:
Juga A Juga B Juga A

G
a
G
b
1-a

P

P
El procediment es repeteix fins l'infinit:

Volem que el joc siga equitatiu.

PG =3
P(G,)=a+(1- a)l- b)a+ (- a)@- b))?a+....+({1- a)@- b))a+.... =
¥
-ad (1- a)1- b)) =a— L+
2a (- - b)) =a— T
1 1

2 %17 d- a)d- b)

a=b(a-1
a

b=——.
a-1
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i0 si 0<x

l k

ter +e

a) Calculeu el valor k a fi que f(x) siga una funcié de densitat.

b) Calculeu la funcié de distribucio.

c) Sabent que el valor de la variable és menor que 3. Calculeu la probabilitat que siga
major que 1.
Oposicions de Valéncia 2003.

48.- Siga la funci6 f(x) = si x3 0

Solucio:

Solucio:

a)

, ¥

Es una funci6 de densitat si Q f(x)dx =1.

+¥ +¥

\ _ X Kk _p
Q f(x)dx—Q —ex+e"‘ k4.

2 11 1 y
o x =0 _dt:rzdtzarctgHC:arctg(e)+C.
() t+lt +t
t
t=e"
dx:—ldt
{
Aleshores, k =—.
p
b)

La funci6 de distribucio és:

F(X)=(5f(t)dt=i%%rctg(ex)- PO gixs0. Fx1=0si x<0
pe 4g

¥

c)
Siga A = La variable x menor que 3.
Siga B = la variable x major que 1. 0.2
Es demana la probabilitat P(B| A). e
P(B|A)= PACB)
P(A)

P(ACB)=F3)- K1 = igrctg(&) a%rctg( ) po_ iarctg( ) iarctg(e).
4 4g p p

P(A) = F(3) = a%rctg( 3). PO,
ﬂ

P(B| A) = P(A cB) _ arctg( ) arctg(e)
P(A) arctg(es)- Lt

» 0'4115633 .
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49.- Calculeu la probabilitat que dos nhombres positius, ambdds menors que 1, triats a
I'atzar, constitueixen amb el nombre 1, una terna de nombres (X, y, 1) que puguen ser

costats d’'un triangle obtusangle.
Oposicions Catalunya

Solucio:

L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(x,y) en el quadrat de costat 1.

Per a que formen un triangle, essent 1 el costat més gran:
Xx+y<1

Per a que formen un triangle obtusangle, essent 1 el costat
més gran:

12 >x2 +y?2,

Aleshores les solucions x, y han de satisfer:

]x+y<1

11>x2+y?

Els casos possibles son I'area del quadrat de costat 1

Els casos favorables és I'area de la regi6 dins del quadrat
afitada per la recta y = -x +1 i la circumferéncia x? +y? =1.

g

Es a dir, I'area d’'un quart de cercle de radi 1 menys l'area d’un triangle rectangle de

catets 1, 1.
S:lp)(]_Z_ %:p__z
4 2 4

La probabilitat del succés és:
p-2
4 _p-2

12 4

p:
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50.- Siguen a,b1 N, siga X una variable aleatoria discreta amb valors naturals:
P(X = x)-E 1 SIlEx £ ab
a b

P(X=x)=0 six>ab.
a) Determineu la condicio que han de satisfer a i b per a que siga una funcié de
densitat de probabilitat.

b) Calculeu la funcié de distribucié F(x). Calculeu la solucié de F(x) =

N|\l N|I—‘

c) Calculeu I'esperanga de X, E(X) . Per a quins valorsde aib E(X) =

Solucié:
a)

¥
Per a ser una funcio de densitat de probabilitat é_ P(X=x)=1
N
& 10_& 168 &l 10
1= P(X=x)= —- == 223 1=F . 2%p=b-a.
Xal aga bo gg bﬂe ga b g
La condicié que han de complir és: b- a=1.
b)
F(x)=P(X £X).
Sil£x£ab.
3 d el 10 _ad 108 &l 10
F(x)=P(XEx)=q P(X=i)=q ¢—- —+=¢—- —+q 1l=x¢—- —+.

i=1 nea bgea bgl ea bg
Si x>ab.

X X
F(x) =P(X £x)= § P(X =i) = é g 10 lgé 1=1.

i=1 L ea bgea bgr
Resolem F(x) = %:

ael_lg_i . Resolent I'equacio, x—i 1 1 ab _ab

ga bg 2 2al 16 Eb-a_z

da bg

C)

Calculem I'esperanca E(X) :

ab ab
E(X):é_ xP(X:x):é — - EQX—EE—L— 190 X

x=1 ~1€a bg ea bg k=1
(Tenint en compte Ia suma de ab termes d’una progressi6 aritmética de primer terme 1

i I'4ltim terme ab, a X = %)
x=1

A 168 aei 1oab1+ab b-aab(l+ab) 1+ab
=00=2- 198 (L+ab) _ (L+ab) _1+ab
ea B, - ea by 2 ab 2 2

b-a=1 . ja=2
Per tant a, b han de complir que : . Resolent el sistema: :
1ab =6 1bh=3



